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摘要: 本文对空间维数 n≤3 的有界区域上具有 Neumman 边界条件的二分量延迟 Gray－Scott 方程进行了研

究，并通过使用一种新的分解方法证明了二分量延迟 Gray－Scott 方程弱解的存在性和唯一性．
关键词: 二分量; 延迟 Gray－Scott 方程; 弱解; 存在性; 唯一性

中图分类号: O29 文献标志码: A 文章编号: 1673-8020( 2020) 01-0001-08

Gray－Scott 模型最初是由两个常微分方程组成的系统，描述了三次自催化反应的动力学［1—2］．最初，

这些自催化模型并没有引起研究者们的关注．直到 1993 年，在数值模拟自催化反应扩散方程时发现了

大量能自我复制的点状斑图和其它有趣的斑图［3—4］．之后，很多有重大意义的研究结果才相继报道出

来．假设 A 是一种自催化反应物，在不可逆反应中衰变形成产物 P; 而 B 是另一种反应物，其质量分数超

过一定数值后自身的移动速率将会增加．这种动力学行为可描述为如下化学反应:

2A + B
k
→
1

3A，A
k
→
1

P，

其中 k1 是反应速率常数．由质量守恒定律和菲克定律知，Gray－Scott 方程是由以下两个非线性反应扩散

方程组成的方程组:

ut = d1Δu － ( F + k) u + u2v，

vt = d2Δv + F( 1 － v) － u2v．

众所周知，二分量 Gray－Scott 方程在生物学和化学等方面应用广泛［5—9］．文 献［5］研究了 Gray－
Scott 方程的全局吸引子，文献［6］和［7］分别证明了二分量 Gray－Scott 方程的动力学和三分量可逆 Gray
－Scott 方程的动力学．文献［8］研究了带有乘性噪声的随机二分量 Gray－Scott 系统随机吸引子的存在性．
在此基础上，本文研究具有延迟项的二分量 Gray－Scott 方程解的存在性、唯一性以及关于初值的连续依

赖性．延迟项的引入将会使证明过程变得更加复杂，需要对延迟项 f1( u
t ) ，f2( v

t ) ，f3( w
t ) 和 f4( z

t ) 施加新

的条件．有关延迟项的更多研究，读者可参见文献［10—14］．

1 预备知识

设 Ω 是 Rn( n≤ 3) 中具有连通开集的有界区域，考虑如下二分量延迟 Gray－Scott 方程弱解的存在

唯一性问题:
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u
t

= d1Δu － ( F + k) u + u2v + D1( w － u) + f1( u
t ) ，

v
t

= d2Δv + F( 1 － v) － u2v + D2( z － v) + f2( v
t ) ，

w
t

= d1Δw － ( F + k) w + w2z + D1( u － w) + f3( w
t ) ，

z
t

= d2Δz + F( 1 － z) － w2z + D2( v － z) + f4( z
t ) ．

















( 1)

其边界条件和初始条件为:

u
n

( t，x) = v
n

( t，x) = w
n

( t，x) = z
n

( t，x) = 0，t ＞ 0，x∈ Ω;

u( t，x) = u0( x) ，v( t，x) = v0( x) ，x∈ Ω，

w( t，x) = w0( x) ，z( t，x) = z0( x) ，t∈［－ ν，0］．

( 2)

其中: d1，d2，F，k，D1 和 D2 均是非负常数．

令内积空间H =［L2( Ω) ］4，E =［H1( Ω) ］4，M = ［{ φ∈H2 | φ /n( x) = 0，x∈Ω} ］4 ．为了方便，本文

用‖·‖表示空间 L2( Ω) 或H的范数并且用(·，·) 表示其内积，用‖·‖LP 表示 Lp( Ω) ( p≠2) 的范数．
对于 ν ＞ 0，φ 表示由所有连续函数 ξ: ［－ ν，0］→ H 组成的 Banach 空间并且具有上确界范数‖ξ‖φ =

sups∈［－ν，0］‖ξ( s) ‖．对所有实值 a≤ b，t∈［a，b］，ut( s) = u( t + s) 表示 φ的元素，其中 u: ［a － ν，b］→H
是连续函数，s∈［－ ν，0］．类似地，v，w 和 z 均满足上述定义．同时 fi( i = 1，2，3，4) : ξ→H是非线性连续泛

函并且满足下述条件:

( i) f( 0) = 0;

( ii) 存在某个正连续函数 lf( r) 和正整数 k0 满足lim
r→!

lf( r)
k0

= 0，则对所有的 ζ，η∈ φ并且有‖ζ‖≤

r，‖η‖≤ r，使得如下 Lipschitz 连续条件成立

‖f( ζ) － f( η) ‖≤ lf( r) ‖ζ － η‖φ ;

( iii) 存在一个正常数 k，使得对所有的 t ＞ 0，u，v，w 和 z 均属于 C( ［－ ν，t］; H) 且 x∈ Ω 满足

∫
t

0
eαs | f1( us ) + f2( v

s ) + f3( w
s ) + f4( z

s ) | 2ds≤ k21∫
t

－ν
eαs | u( s) + v( s) + w( s) + z( s) | 2ds，

∫
t

0
eαs | f2( vs ) | 2ds≤ k22∫

t

－ν
eαs | v( s) | 2ds，

∫
t

0
eαs | f1( us ) + f2( v

s ) － f3( w
s ) － f4( z

s ) | 2ds≤ k23∫
t

－ν
eαs | u( s) + v( s) － w( s) － z( s) | 2ds，

∫
t

0
eαs | f4( zs ) | 2ds≤ k24∫

t

－ν
eαs | z( s) | 2ds，

其中 k = max{ k1，k2，k3，k4} ;

( iv) F ＞ 2k．
通过使用解析半群定理，定义线性算子:

A =

d1Δ 0 0 0

0 d2Δ 0 0

0 0 d1Δ 0

0 0 0 d2Δ















( 3)

是希尔伯特空间 H 上一个解析 C0 半群的生成元．
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定义以下非线性映射:

h( g) =

－ ( F + k) u + u2v + D1( w － u)

F( 1 － v) － u2v + D2( z － v)

－ ( F + k) w + w2z + D1( u － w)

F( 1 － z) － w2z + D2( v － z)

















( 4)

和

f( g) =

f1( u
t )

f2( v
t )

f3( w
t )

f4( z
t )

















， ( 5)

其中 g = col( u，v，w，z) ．
由上述定义( 3) ～ ( 5) 知，初始边界值问题( 1) ～ ( 2) 可以改写成以下形式:

dg
dt

= Ag + h( g) + f( g) ，t ＞ 0， ( 6)

g( 0) = g0 = col( u0，v0，w0，z0 ) ．
定义 1［6］ 若函数 g( t，x) ，( t，x) ∈［0，τ］× Ω 满足以下条件:

( i)
d
dt

( g，ζ) = ( Ag，ζ) + ( h( g) ，ζ) + ( f( g) ，ζ) ;

( ii) g( t，·) ∈ L2( ( 0，τ) ; E) ∩ Cw( ［－ ν，τ］; H) ∩ L2( ( 0，τ) ; H) ;

其中 Cw 是 H 中弱连续函数的值，则称函数 g( t，x) 是抛物发展方程( 6) 初值问题的一个弱解．

2 解的存在唯一性

参见文献［6］的分解方法，有如下定理:

定理 1 对任意的 g0 = ( u0，v0，w0，z0 ) ∈H，二分量延迟Gray－Scott 方程存在一个全局的、唯一的弱

解 g( t) = ( u( t) ，v( t) ，w( t) ，z( t) ) ，t∈［0，!) ．
证明 第一步，将方程组( 1) 2 与 v 在 L2( Ω) 中取内积和方程组( 1) 4 与 z 在 L2( Ω) 中取内积加在一

起，得到

1
2

d
dt

( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) + d2( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) + F
2

( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) =

∫
Ω
［－ u2v2 － F

2
( v － 1) 2 － w2z2 － F

2
( z － 1) 2 － D2( v － z) 2］dx +

( f2( v
t ) ，v) + ( f4( z

t ) ，z) + F| Ω | ． ( 7)

利用 Hlder 不等式和 Young 不等式可知

( f2( v
t ) ，v) ≤‖f2( v

t ) ‖‖v‖≤
k2
2‖

v‖2 + 1
2k2
‖f2( v

t ) ‖2，

( f4( z
t ) ，z) ≤‖f4( z

t ) ‖‖z‖≤
k4
2‖

z‖2 + 1
2k4
‖f4( z

t ) ‖2 ． ( 8)

进而
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d
dt

( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) + 2d2( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) + F( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) ≤

2F| Ω | ． + k( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) + 1
k2
‖f2( v

t ) ‖2 + 1
k4
‖f4( z

t ) ‖2 ．

取足够小的 α∈ ( 0，α0 ) 使得 F ＞ 2k + α，由式( 7) 和式( 8) 得到

d
dt

( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) + 2d2( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) + α( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) ≤

2F| Ω | ． － ( F － k － α) ( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) + 1
k2
‖f2( v

t ) ‖2 + 1
k4
‖f4( z

t ) ‖2 ．

上式两边同乘 eαt 并在［0，t］上积分，有

eαt( ‖v( t) ‖2 + ‖z( t) ‖2 ) + 2d2∫
t

0
eαs( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) ds≤

‖v( 0) ‖2 + ‖z( 0) ‖2 +
2F| Ω | ．

α
eαt － ( F － k － α) ∫

t

0
eαs( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) ds +

1
k2 ∫

t

0
eαs‖f2( v

s ) ‖2ds +
1
k4 ∫

t

0
eαs‖f4( z

s ) ‖2ds． ( 9)

由 fi( i = 1，2，3，4) 满足的条件( iii) 可知

1
k2 ∫

t

0
eαs‖f2( v

s ) ‖2ds +
1
k4 ∫

t

0
eαs‖f4( z

s ) ‖2ds≤ k2∫
t

－ν
eαs‖v( s) ‖2ds + k4∫

t

－ν
eαs‖z( s) ‖2ds≤

k∫
t

0
eαs( ‖v( s) ‖2 + ‖z( s) ‖2 ) ds + k∫

0

－ν
eαs( ‖v( s) ‖2 + ‖z( s) ‖2 ) ds． ( 10)

再将式( 10) 代入式( 9) ，由 fi( i = 1，2，3，4) 满足的条件( iv) 得到

‖v( t) ‖2 + ‖z( t) ‖2 + 2d2∫
t

0
eα( s－t) ( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) ds≤

( 1 + νk) ( ‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－αt +
2F| Ω | ．

α
－ ( F － 2k － α) ∫

t

0
eα( s－t) ( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) ds≤

( 1 + νk) ( ‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－αt +
2F| Ω | ．

α
． ( 11)

因此，对 ρ∈［－ ν，0］，t∈ ( － ρ，T］有

‖v( t + ρ) ‖2 + ‖z( t + ρ) ‖2 ≤ ( 1 + νk) ( ‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－α( t +ρ) +
2F| Ω | ．

α
≤

( 1 + νk) ( ‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) +
2F| Ω | ．

α
． ( 12)

对 t∈［0，－ ρ］有

‖v( t + ρ) ‖2 + ‖z( t + ρ) ‖2 ≤‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ≤ ( 1 + νk) ( ‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) ． ( 13)

则对 t∈［0，T］，利用式( 12) 和式( 13) 得到

‖vt‖2
φ + ‖zt‖2

φ ≤ ( 1 + νk) ( ‖v0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) +
2F| Ω | ．

α
． ( 14)

第二步，令 y( t，x) = u( t，x) + v( t，x) + w( t，x) + z( t，x) ，由式( 1) 可得

y
t

= d1Δy － ( F + k) y + ［( d2 － d1 ) Δ( v + z) + k( v + z) + 2F］+

f1( u
t ) + f2( v

t ) + f3( w
t ) + f4( z

t ) ． ( 15)
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将式( 15) 与 y 在 H 中取内积得到

1
2

d
dt‖

y‖2 + d1‖ "y‖2 + ( F + k) ‖y‖2 =

∫
Ω
［( d2 － d1 ) Δ( v + z) + k( v + z) + 2F + f1( u

t ) + f2( v
t ) + f3( w

t ) + f4( z
t) ］ydx≤

| d1－ d2 |‖"v+"z‖‖"y‖+ k‖v+ z‖‖y‖+ 2F| Ω | ．
1
2‖y‖+‖y‖‖f1( u

t ) + f2( v
t ) + f3( w

t ) + f4( z
t )‖≤

d1

2‖ "y‖2 +
| d1 － d2 | 2

d1
( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) + k‖y‖2 + k

2
( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) + F

2‖
y‖2 +

2F| Ω | ． +
k1
2‖

y‖2 + 1
2k1
‖f1( u

t ) + f2( v
t ) + f3( w

t ) + f4( z
t ) ‖2 ．

进而有

d
dt‖

y‖2 + d1‖ "y‖2 + α‖y‖2 ≤

2| d1 － d2 | 2

d1
( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) + k( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) － ( F － k － α) ‖y‖2 +

4F| Ω | ． + 1
k1
‖f1( u

t ) + f2( v
t ) + f3( w

t ) + f4( z
t ) ‖2 ．

对上式两边同乘 eαt 并在［0，t］上积分有

eαt‖y( t) ‖2 + d1∫
t

0
eαs‖ "y‖2ds≤‖y( 0) ‖2 +

2| d1 － d2 | 2

d1
∫
t

0
eαs( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) ds +

k∫
t

0
eαs( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) ds － ( F － k － α) ∫

t

0
eαs‖y‖2ds +

4F| Ω | ．
α

eαt +

1
k1 ∫

t

0
eαs‖f1( u

s ) + f2( v
s ) + f3( w

s ) + f4( z
s ) ‖2ds． ( 16)

利用 fi( i = 1，2，3，4) 满足的条件( iii) 可知

1
k1 ∫

t

0
eαs‖f1( u

s ) + f2( v
s ) + f3( w

s ) + f4( z
s ) ‖2ds≤ k1∫

t

－ν
eαs‖u( s) + v( s) + w( s) + z( s) ‖2ds≤

k∫
t

0
eαs‖y( s) ‖2ds + k∫

0

－ν
eαs‖y( s) ‖2ds． ( 17)

将式( 17) 代入到式( 16) ，再由 Poincare 不等式得到

‖y( t) ‖2 + d1∫
t

0
eα( s－t) ‖ "y‖2ds≤

( 1 + νk) ‖y0‖2
φe

－αt + ( 2| d1 － d2 |
d1

2

+ k
γ ) ∫

t

0
eα( s－t) ( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) ds +

4F| Ω | ．
α

． ( 18)

结合式( 11) 可知

2d2∫
t

0
eα( s－t) ( ‖ "v( s) ‖2 + ‖ "z( s) ‖2 ) ds≤ ( 1 + νk) ( ‖v0‖2

φ + ‖z0‖2
φ ) e－αt +

2F| Ω | ．
α

． ( 19)

再将式( 19) 代入式( 18) ，有

‖y( t) ‖2 ≤ C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－αt +
CF| Ω | ．

α
．

因此，对 ρ∈［－ ν，0］，t∈ ( － ρ，T］有
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‖y( t + ρ) ‖2 ≤ C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－α( t +ρ) +
CF| Ω | ．

α
≤

C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) +
CF| Ω | ．

α
． ( 20)

对 t∈［0，－ ρ］有

‖y( t + ρ) ‖2 ≤‖y0‖2
φ ≤ C( ‖u0‖2

φ + ‖v0‖2
φ + ‖w0‖2

φ + ‖z0‖2
φ ) eα( ν－t) ． ( 21)

则对 t∈［0，T］，由式( 20) 和式( 21) 得到

‖yt‖2
φ ≤ C( ‖u0‖2

φ + ‖v0‖2
φ + ‖w0‖2

φ + ‖z0‖2
φ ) eα( ν－t) +

CF| Ω | ．
α

． ( 22)

此外，令 p( t) = u( t) + w( t) ，由式( 14) 和式( 22) 得到

‖pt‖2
φ = ‖ut + wt‖2

φ = ‖yt － ( vt + zt ) ‖2
φ ≤ 2‖yt‖2

φ + 4( ‖vt‖2
φ + ‖zt‖2

φ ) ≤

C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) +
CF| Ω | ．

α
． ( 23)

第三步，令 ψ( t，x) = u( t，x) + v( t，x) － w( t，x) － z( t，x) ，利用式( 1) 可知

ψ
t

= d1Δψ － ( F + k + 2D1 ) ψ + ［( d2 － d1 ) Δ( v － z) + ( k + 2( D1 － D2 ) ) ( v － z) ］+

f1( u
t ) + f2( v

t ) － f3( w
t ) － f4( z

t ) ． ( 24)

将式( 24) 与 ψ 在 H 中取内积得

1
2

d
dt‖ψ‖2 + d1‖ "ψ‖2 + ( F + k + 2D1 ) ‖ψ‖2 ≤

| d1－ d2 |‖ "v－ "z‖‖ "ψ‖+ | k +2( D1－D2 ) |‖v－ z‖‖ψ‖+‖ψ‖‖f1( u
t ) + f2( v

t ) － f3( w
t ) － f4( z

t ) ‖≤

d1

2‖ "ψ‖2 +
| d1 － d2 | 2

2d1
‖ "v － "z‖2 +

F + 2k + 4D1

2 ‖ψ‖2 +
| k + 2( D1 － D2 ) | 2

2( F + 2k + 4D1 )
‖v － z‖2 +

k3
2‖ψ‖2 + 1

2k3
‖f1( u

t ) + f2( v
t ) － f3( w

t ) － f4( z
t ) ‖2，

进而有

d
dt‖ψ‖2 + d1‖ "ψ‖2 + α‖ψ‖2 ≤

2| d1 － d2 | 2

d1
( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) +

2| k + 2( D1 － D2 ) | 2

F + 2k + 4D1
( ‖v‖2 + ‖z‖2 ) －

( F － k － α) ‖ψ‖2 + 1
k3
‖f1( u

t ) + f2( v
t ) － f3( w

t ) － f4( z
t ) ‖2 ．

对上式两边同乘 eαt 并在［0，t］上积分有

eαt‖ψ( t) ‖2 + d1∫
t

0
eαs‖ "ψ‖2ds≤

‖ψ( 0) ‖2 +
2| d1 － d2 | 2

d1
∫
t

0
eαs( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) ds － ( F － k － α) ∫

t

0
eαs‖ψ‖2ds +

2| k + 2( D1－ D2 ) | 2

F + 2k + 4D1
∫
t

0
eαs( ‖v‖2 +‖z‖2 ) ds +

1
k3 ∫

t

0
eαs‖f1( u

s ) + f2( v
s ) － f3( w

s ) － f4( z
s ) ‖2ds． ( 25)

利用 fi( i = 1，2，3，4) 满足的条件( iii) 可知
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1
k3 ∫

t

0
eαs‖f1( u

s ) + f2( v
s ) － f3( w

s ) － f4( z
s ) ‖2ds≤ k3∫

t

－ν
eαs‖u( s) + v( s) － w( s) － z( s) ‖2ds≤

k∫
t

0
eαs‖ψ( s) ‖2ds + k∫

0

－ν
eαs‖ψ( s) ‖2ds． ( 26)

再将式( 26) 代入到式( 25) ，利用 Poincare 不等式得到

‖ψ( t) ‖2 + d1∫
t

0
eα( s－t) ‖ "ψ‖2ds≤ ( 1 + νk) ‖ψ0‖2

φe
－αt － ( F － 2k － α) ∫

t

0
eα( s－t) ‖ψ‖2ds +

( 2| d1 － d2 | 2

d1

+
2| k + 2( D1 － D2 ) | 2

( F + 2k + 4D1 ) γ
) ∫

t

0
eα( s－t) ( ‖ "v‖2 + ‖ "z‖2 ) ds． ( 27)

结合式( 19) 可知

‖ψ( t) ‖2 ≤ C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－αt +
CF| Ω | ．

α
．

因此，对 ρ∈［－ ν，0］，t∈ ( － ρ，T］有

‖ψ( t + ρ) ‖2 ≤ C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) e－α( t +ρ) +
CF| Ω | ．

α
≤

C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) +
CF| Ω | ．

α
， ( 28)

对 t∈［0，－ ρ］有

‖ψ( t + ρ) ‖2 ≤‖ψ0‖2
φ ≤ C( ‖u0‖2

φ + ‖v0‖2
φ + ‖w0‖2

φ + ‖z0‖2
φ ) eα( ν－t) ， ( 29)

因此，对 t∈［0，T］，由式( 28) 和式( 29) 得到

‖ψt‖2
φ ≤ C( ‖u0‖2

φ + ‖v0‖2
φ + ‖w0‖2

φ + ‖z0‖2
φ ) eα( ν－t) +

CF| Ω | ．
α

． ( 30)

此外，令 q( t) = u( t) － w( t) ，由式( 14) 和式( 30) 得

‖qt‖2
φ = ‖ut － wt‖2

φ = ‖ψt － ( vt － zt ) ‖2
φ ≤ 2‖ψt‖2

φ + 4( ‖vt‖2
φ + ‖zt‖2

φ ) ≤

C( ‖u0‖2
φ + ‖v0‖2

φ + ‖w0‖2
φ + ‖z0‖2

φ ) eα( ν－t) +
CF| Ω | ．

α
． ( 31)

因此，根据式( 23) 和式( 31) 可知，‖pt‖2
φ 和 ‖qt‖2

φ 是有界的．又由于 u( t) = p( t) + q( t)
2

，w( t) =

p( t) － q( t)
2

，故‖ut‖φ 和‖wt‖φ 是有界的．所以，二分量延迟 Gray－Scott 方程的解是存在的并且关于

初始值具有连续依赖性．此外，解的唯一性可通过 f 满足的利普希茨连续条件( ii) 、Gronwall 不等式和常

数变易公式等进行证明．
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The Existence and Uniqueness of Weak Solutions for
Two-compartment Retarded Gray-Scott Equation

JI Chunting，XIN Jie，LIU Hui

( School of Mathematical Sciences，Qufu Normal University，Qufu 273165，China)

Abstract: Two-compartment retarded Gray-Scott equation with the Neumann boundary conditions on a bounded
domain of space dimensionn≤3 was studied in this article．The existence and uniqueness of weak solutions for
two-compartment retarded Gray-Scott equation were proved by applying a new decomposition method．
Keywords: two-compartment; retarded Gray-Scott equation; weak solutions; existence; uniqueness
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