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特殊树的冠积的 Merrifield－Simmons 指标
和 Hosoya 指标
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摘要: 本文研究了双星图、毛毛虫树与任意图的冠积的 Merrifield－Simmons 指标和 Hosoya 指标，并给出了具体

的表达式．
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Hosoya 指标是由日本化学家 Haruo Hosoya 于 1971 年在文献［1］中提出并研究，表示图 G 中所有匹

配的数目，简称 H 指标，记为 μ( G) ．Merrifield-Simmons 指标是 1989 年美国化学家 Richard E．Merrifield
和 Howard E．Simmons 在文献［2］中引入的化学拓扑指标，表示图 G 中所有独立集的数目，简称 M － S 指

标，记为 σ( G) ．这两个拓扑指标是化学图论中两个非常重要的拓扑指标，它们与物质的沸点、熵、化学键

的计算和化学结构等有着密切的联系，并且常被用来描述有机化合物的物理化学特征与药理特征，相关

应用研究参见文献［2—3］．目前，国内外学者对这类指标的研究主要在于计数和排序两个方面，如文献

［4］研究了单圈图中最大的 M－S 指标和最小的 H 指标，文献［5—6］确定了双圈图中最小的 M－S 指标

和 H 指标，文献［7］研究了三圈图中最小的 M－S 指标和最大的 H 指标，文献［8－9］研究了当给定最大

度或连通度时关于 M－S 指标和 H 指标的极值图，文［10－11］研究了一些运算图的 M－S 指标和 H 指标

的计数问题．受这些文献的启发，本文研究特殊树与任意图的冠积的 M－S 指标和 H 指标的计数问题．

1 预备知识

设 G = ( V，E) 是一个简单连通图，V( G) 和E( G) 分别表示图G的顶点集与边集．设 e和 v分别为图G
的一条边和一个顶点，图 G 删去边 e 得到的图用 G － e 表示，如果 G － e 是不连通的，则 e 是图 G 的一条割

边．用 G － v 表示图 G 删去顶点 v( 及关联的边) 得到的图．图 G 中顶点 v 的邻点集用 NG( v) 表示，顶点 v 的

闭邻点集为 NG［v］= { v} ∪ NG( v) ．
定义 1［10］ 连接两个星图的中心点后得到的图称为双星图，记为 S2

n ．
定义 2［10］ 除主路上的点以外的点都是悬挂点的树称为毛毛虫树，记为 Mn．
定义 3［12］ 设G 与H是顶点数分别为 n 和m、边数分别为 n1 和m1 的简单图，图G 与H的冠积G  H表

示由图G的每个顶点分别与图H的一个拷贝的所有顶点相连接得到的图．如图1所示的双星图与任意图

H 的冠积记为 S2
n  H，如图 2 所示的毛毛虫树与任意图 H 的冠积记为 Mn  H．

引理 1［13］ 设 G 是一个简单连通图，对任意的 u，v∈ V( G) ，e = uv∈ E( G) ，则

1) σ( G) = σ( G － v) + σ( G － NG［v］) ; 2) σ( G) = σ( G － e) － σ( G － ( NG［u］∪ NG［v］) ．
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引理 2［13］ 设 G 是一个简单连通图，对任意的 u，v∈ V( G) ，e = uv∈ E( G) ，则

1) μ( G) = μ( G － e) + μ( G － u － v) ; 2) μ( G) = μ( G － v) + ∑
x∈NG( v)

μ( G － { v，x} ) ．

引理 3［13］ 若 G1，G2，…，Gk 是图 G 的连通分支，其中 k≥ 2，则

1) σ( G) =∏
k

i = 1
σ( Gi ) ; 2) μ( G) =∏

k

i = 1
μ( Gi ) ．

图 1 S2
n  H 图 2 Mn  H

Fig．1 S2
n  H Fig．2 Mn  H

2 主要结果

定理 1 对任意正整数 n( n≥ 3) 及 m 阶的任意图 H，有

σ( S2
n  H) = ( σ( H) ) 2·( σ( H) + 1) n－1·［( σ( H) + 1) n－1 + 2( σ( H) ) n－2］．

证明 由引理 1～3 可得

σ( S2
n  H) = σ( S2

n  H － un ) + σ( S2
n  H － NS2n H［un］) =

( σ( P1  H) ) n－1·σ( H) ·σ( Sn  H) + ( σ( P1  H) ) n－1·( σ( H) ) n =

σ( H) ·( σ( H) + 1) n－1·［σ( H) ·( σ( H) + 1) n－1 + ( σ( H) ) n－1］+ ( σ( H) + 1) n－1·( σ( H) ) n =
( σ( H) ) 2·( σ( H) + 1) n－1·［( σ( H) + 1) n－1 + 2( σ( H) ) n－2］．

定理 2 对任意正整数 n( n≥ 3) 及 m 阶的任意图 H，有

σ( Mn  H) = st2 + 4s + 2t － s2 t + ( s + t) · s2 t2 + 4st槡 3

s2 t + 4st2 + s· s2 t2 + 4st槡 3
·［

st + s2 t2 + 4st槡 3

2
］n +

st2 + 4s + 2t － s2 t － ( s + t) · s2 t2 + 4st槡 3

s2 t + 4st2 － s· s2 t2 + 4st槡 3
·［

st － s2 t2 + 4st槡 3

2
］n，

式中 s =［σ( H) + 1］2，t = σ( H) ．
证明 由引理 1～3 可得

σ( Mn  H) = σ( Mn  H － vn ) + σ( Mn  H － NMn H［vn］) =

σ( H) ·( σ( P1  H) ) 2·σ( Mn－1  H) + ( σ( H) ) 3·( σ( P1  H) ) 2·σ( Mn－2  H) =

σ( H) ·( σ( H) + 1) 2·σ( Mn－1  H) + ( σ( H) ) 3·( σ( H) + 1) 2·σ( Mn－2  H) ．
令 s =［σ( H) + 1］2，t = σ( H) ，则其特征方程为 x2 － stx － st3 = 0，该方程的根为

x1 = st + s2 t2 + 4st槡 3

2
，x2 = st － s2 t2 + 4st槡 3

2
，

所以该递推关系的一般解为 σ( Mn  H) = c1x
n
1 + c2x

n
2 ．又因为σ( M1  H) = st + t2，σ( M2  H) = 2st + t2 + st3，



26 鲁东大学学报( 自然科学版) 第 36 卷

则由
c1x1 + c2x2 = st + t2

c1x
2
1 + c2x

2
2 = 2st + t2 + st3{ 解得

c1 = st2 + 4s + 2t － s2 t + ( s + t) · s2 t2 + 4st槡 3

s2 t + 4st2 + s· s2 t2 + 4st槡 3
，c2 = st2 + 4s + 2t － s2 t － ( s + t) · s2 t2 + 4st槡 3

s2 t + 4st2 － s· s2 t2 + 4st槡 3
．

因此

σ( Mn  H) = st2 + 4s + 2t － s2 t + ( s + t) · s2 t2 + 4st槡 3

s2 t + 4st2 + s· s2 t2 + 4st槡 3
·［

st + s2 t2 + 4st槡 3

2
］n +

st2 + 4s + 2t － s2 t － ( s + t) · s2 t2 + 4st槡 3

s2 t + 4st2 － s· s2 t2 + 4st槡 3
·［

st － s2 t2 + 4st槡 3

2
］n ．

定理 3 对任意正整数 n，m，当 H = 珔Km 时，有

μ( S2
n  珔Km ) = ［( m + 1) n + 3( m + 1) n－2 +∑

n－3

i = 2
( m + 1) i］2 + ( m + 1) 2n－2 ．

证明 由引理 1～3 可得

μ( S2
n  珔Km ) = μ( S2

n  珔Km － uv) + μ( S2
n  珔Km － u － v) = ( μ( Sn  珔Km ) ) 2 + ( m + 1) 2n－2 =

( μ( Sn  珔Km － uu1 ) + μ( Sn  珔Km － u － u1 ) ) 2 + ( m + 1) 2n－2 =

( ( m + 1) ·μ( Sn－1  珔Km ) ·( m + 1) n－2 ) + ( m + 1) 2n－2 =

…… = ［( m + 1) n + 3( m + 1) n－2 +∑
n－3

i = 2
( m + 1) i］2 + ( m + 1) 2n－2 ．

定理 4 对任意正整数 n，m，当 H = 珔Km 时，有

μ( Mn  珔Km ) = a2 + a· a2 + 4 ( m + 1)槡 4 + 2 ( m + 1) 4

a2 + a· a2 + 4 ( m + 1)槡 4 + 4 ( m + 1) 4
·［

a + a2 + 4( m + 1)槡 4

2
］n +

a2 － a· a2 + 4 ( m + 1)槡 4 + 2 ( m + 1) 4

a2 － a· a2 + 4 ( m + 1)槡 4 + 4 ( m + 1) 4
·［

a － a2 + 4 ( m + 1)槡 4

2
］n，

式中 a = ( m + 1) 3 + 2( m + 1) ．
证明 由引理 1～3 可得

μ( Mn  珔Km ) = μ( Mn  珔Km － vn－1vn ) + μ( Mn  珔Km － vn－1 － vn ) =

μ( P3  珔Km ) ·μ( Mn－1  珔Km ) + ( m + 1) 4·μ( Mn－2  珔Km ) =

［( m + 1) 3 + 2( m + 1) ］·μ( Mn－1  珔Km ) + ( m + 1) 4·μ( Mn－2  珔Km ) ．
令 a = ( m + 1) 3 + 2( m + 1) ，则其特征方程为 x2 － ax － ( m + 1) 4 = 0，该方程的根为

x1 = a + a2 + 4( m + 1)槡 4

2
，x2 = a － a2 + 4( m + 1)槡 4

2
，

所以该递推关系的一般解为 μ( Mn  珔Km ) = c1x
n
1 + c2x

n
2 ．

又因为 μ( M1  珔Km ) = a，μ( M2  珔Km ) = a2 + ( m + 1) 4，则由
c1x1 + c2x2 = a

c1x
2
1 + c2x

2
2 = a2 + ( m + 1) 4{ 解得

c1 = a2 + a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 2( m + 1) 4

a2 + a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 4( m + 1) 4
，c2 = a2 － a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 2( m + 1) 4

a2 － a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 4( m + 1) 4
．

因此

μ( Mn  珔Km ) = a2 + a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 2( m + 1) 4

a2 + a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 4( m + 1) 4
·［

a + a2 + 4 ( m + 1)槡 4

2
］n +
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a2 － a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 2( m + 1) 4

a2 － a· a2 + 4( m + 1)槡 4 + 4( m + 1) 4
·［

a － a2 + 4( m + 1)槡 4

2
］n ．

3 结语

图的结构运算作为研究图的重要工具，有助于确定结构更为复杂的图的一些拓扑指标．本文给出了

双星图与任意图的冠积以及毛毛虫树与任意图的冠积关于 M－S 指标和 H 指标的表达式，后续工作中

还可以考虑进行边冠积、强积、半强积等关于 M－S 指标和 H 指标的计数和排序问题研究．
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Merrifield－Simmons Index and Hosoya Index of
Corona Product of Special Trees

SUO Langwangqing，TIAN Shuangliang，YANG Qing

( College of Mathematics and Computer Science，Northwest Minzu University，Lanzhou 730030，China)

Abstract: In this paper，the Merrifield－Simmons index and Hosoya index of corona product of binary star and
caterpillar tree with any graphs were investigated respectively．The corresponding explicit expressions were also
presented．
Keywords: caterpillar tree; binary star; Merrifield－Simmons index; Hosoya index; corona product
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