
鲁东大学学报( 自然科学版)

Journal of Ludong University( Natural Science Edition) 2020，36( 2) : 110—114

收稿日期: 2020-01-02; 修回日期: 2020-02-29
基金项目: 国家自然科学基金 ( 11861017)

第一作者简介: 马岱君( 1994—) ，女，山东临朐人，硕士研究生，研究方向为数理统计． E － mail: 957534920@ qq． com
通信作者简介: 张军舰( 1973—) ，男，河南内乡人，教授，硕士研究生导师，博士，研究方向为数理统计． E － mail: jjzhang@ gxnu． edu． cn

基于经验欧氏似然比的均值双变点检测
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摘要: 本文讨论了均值模型中双变点的检测问题，提出了一种利用经验欧氏似然比检测变点的方法，找到了

该似然比的极限分布． 模拟结果表明本文提出的方法具有较好的检验功效，最后又通过飞机到达时间的实例

进行了验证．
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变点问题一直是统计学家们比较关注的一个研究方向． 自从 Page［1］提出单变点问题后，变点问题

得到了越来越多的关注． 比较常见的变点问题是均值变点问题，有大量学者讨论了更为简单的均值单变

点模型的检验问题以及变点估计［2—5］． 关于参数方法研究变点问题的综述性文章有文献［6—8］等． 近

年来，越来越多统计学者利用非参数方法研究变点问题，尤其是经验似然方法，如文献［9］提出用经验

似然比对变点存在与否做假设检验; 文献［10］用截断经验似然比研究原点矩中的单变点问题，文献

［11］推广至带有线性趋势变化的均值变点问题; 文献［12］则研究广义线性回归单变点模型． 经验似然

方法是 Owen 在文献［13］中提出，并在文献［14］中给出系统的论述，经验似然相较于传统的参数方法具

有一些较好的性质，如域保持性，置信域由样本决定等等; 不过经验似然计算比较复杂，其统计量一般无

显式解． Owen［13—14］提出经验欧氏似然，罗旭［15］则证明了经验欧氏似然具有与经验似然相类似的性质，

但在一些场合下，该方法导出的统计量具有显示解． 基于以上研究现状，本文将利用经验欧氏似然方法

对均值模型中的双变点进行检测，并通过数值模拟和实例分析说明该方法的有效性． 第 1 节介绍本文考

虑的模型及检验方法，第 2 节是主要理论结果，第 3 节为数值模拟结果，第 4 节实例分析，第 5 节是

结论．

1 模型与方法

设 { Xi}
n
i = 1 是 d 维随机变量序列，考虑如下均值双变点模型:

EXi =
EFXi，i∈［1，p) ∪ ( q，n］，

EGXi，i∈［p，q{ ］，

式中: F，G = λF + ( 1 － λ) G* ，G* 均为一般的连续分布函数，λ∈ ( 0，1) 为常数． 当没有变点时，显然有

F≡ G* 成立; 当变点存在时，且 EFX≠ EG* X，λ∈ ( 0，1) ，即 G 为混合分布，λ 为混合比例，且均值发生

改变． 可以建立如下假设检验问题:

H0 : EFXi = EGXi = μ1，i = 1，2，…，n;

H1 :p，q∈ Z + ，1 ＜ p ＜ q ＜ n，使得 i∈［1，p) ∪ ( q，n］时有 EFXi = μ1 ; 当 i∈［p，q］时，有

EGXi = λμ1 + ( 1 － λ) μ3 = μ2 ; ( 1)

其中: μ1，μ2，μ3 都是未知 d 维向量，λ∈ ( 0，1) 为未知常数． 对于检验问题( 1) 和固定的每个 p，q∈ Z + ，
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1 ＜ p ＜ q ＜ n，可以构造如下两样本经验欧氏似然比检验函数:

l( p，q) = {sup － 1
2 (∑

i∈A
( n( 1 － θpq ) pi － 1) 2 +∑

i∈B
( nθpqpi － 1) 2 ) |∑

i∈A
pixi = μ0，∑

i∈B
pixi = μ }0

其中: pi 为对应的概率质量，pi≥0，∑
i∈A

pi = 1，∑
i∈B

pi = 1; A = { k| k∈［1，p) ∪ ( q，n］∪N + } ; B = { k| k
∈［p，q］∪ N + } ; μ0 为 d 维未知向量; nθpq = q － p． 由拉格朗日乘子法容易求得( 具体过程可参考文献

［16］) :

－ 2l( p，q) = nθpq ( 1 － θpq ) ( 珔X1pq － 珔X2pq )
T ( θpqS1pq + ( 1 － θpq ) S2pq )

－1 ( 珔X1pq － 珔X2pq ) ， ( 2)

其中:

珔X1pq = 1
n － q + p∑i∈A

Xi，珔X2pq = 1
q － p∑i∈B

Xi，

S1pq = 1
n － q + p∑i∈A

( Xi － 珔X1pq ) ( Xi － 珔X1pq )
T，S2pq = 1

q － p∑i∈A
( Xi － 珔X2pq ) ( Xi － 珔X2pq )

T ．

从式( 2) 来看，对整个序列 { Xi}
n
i = 1 而言，若不存在变点，珔X1pq，珔X2pq 是总体均值的相合估计，故有较大

的概率使得 珔X1pq － 珔X2pq 较小; 相反，若存在变点，有较大的概率使得 珔X1k － 珔X2k 较大． 故选取如下的检验函

数来对假设检验问题( 1) 做检验:

Mn = max
1≤p≤q≤n

{ － 2l( p，q) } ．

但是当 nθpq 或 n( 1 － θpq ) 较小时，例如 nθpq ＜ d( d 为 Xi 的维数) 时，样本协方差矩阵 S1pq或 S2pq 的逆矩

阵不存在，故 nθpq 至少应满足 min{ nθpq，n( 1 － θpq ) } ≥ d，需要做截断处理． 文献［5］指出选取 nθpq 是比

较任意的，所以调整 Mn 为如下形式:

Mn = max
p，q∈D

{ － 2lE ( k) } ，D = { p，q| 1 ≤ p ＜ q≤ n， 槡q － p ＞ n } ． ( 3)

使用 Mn 来对问题( 1) 做检验，需要明确该统计量的一些相关性质，下一节给出两个定理说明该检验函

数的极限性质．

2 主要理论结果

定理 1 假设对i，VarXi = Σ，Σ 正定，δ∈ ( 0，2) ＞ 0，s． t． EF‖Xi‖
2+δ ＜ !，其中‖·‖为一

般的二阶范数． 则在原假设成立时，有

lim
n→!

P{ Alog ( u( n) ) M槡 n } ≤ x + Dd ( log ( u( n) ) ) = exp{ － e－x} ，

其中:

A( x) = 2log槡 x，Dd ( x) = 2log x + ( d
2 ) loglog x － log ( d

2 ) ，u( n) = n2 + (槡n ) 2
槡－ n n

(槡n ) 2
．

证明 由 Marcinkiewicz － Zygmund 强大数律，可得

S1pq = Σ + op ( ( n( 1 － θpq ) ) － δ
2+δ ) = Σ + op ( K

－ δ
2+δ ) ，

S2pq = Σ + op ( ( nθpq )
－ δ
2+δ ) = Σ + op ( K

－ δ
2+δ ) ．

其中: K = min( n( 1 － θpq ) ，nθpq ) ． 由重对数律，有

－ 2lE ( θpq ) = nθpq ( 1 － θpq ) ( 珔X1pq － 珔X2pq )
T ( Σ + op ( K

－ δ
2+δ ) ) －1 ( 珔X1pq － 珔X2pq ) =

nθpq ( 1 － θpq ) ( ( 珔X1pq － 珔X2pq )
TΣ －1 ( 珔X1pq － 珔X2pq ) + ( 珔X1pq － 珔X2pq )

T ( 珔X1pq － 珔X2pq ) op ( K
－ δ
2+δ ) ) =

nθpq ( 1 － θpq ) ( ( 珔X1pq － 珔X2 ) TΣ －1 ( 珔X1pq － 珔X2pq ) ) +

nθpq ( 1 － θpq ) O (p
loglog ( 1 － θpq ) n

( 1 － θpq )槡 )n － O (p
loglog θpqn

θpq槡 )( )n

2

op ( K
－ δ
2+δ ) =
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nθpq ( 1 － θpq ) ( ( 珔X1pq － 珔X2 ) TΣ －1 ( 珔X1pq － 珔X2pq ) (+ Op (
loglog K
槡 K ))

2
op ( K

－ δ
2+δ ) ) =

nθpq ( 1 － θpq ) ( 珔X1pq － 珔X2 ) TΣ －1 ( 珔X1pq － 珔X2pq ) + op ( K
－ δ
2+δ ) ．

注意到 槡K ＞ n，于是有

Mn = max
1≤ 槡p+ n ＜ q≤

{
n

nθpq ( 1 － θpq ) ( 珔X1 － 珔X2 ) TΣ －1 ( 珔X1 － 珔X2 }) + op ( n
－ δ
4+4δ ) ，

然后由文献［6］推论 A． 3． 1、类似文献［6］定理 1． 3． 1 的证明可得定理 1，证毕．
定理 1 给出了在原假设成立的情况下，Mn 的极限分布为极值分布，利用此分布可以得到假设问题

( 1) 的渐近判断方法，记 θp0q0 =
p0 － q0

n ．

定理 2 当 H1 成立时，若 lim
n→!

θp0q0 = θ，θ ∈ ( 0，1) ，EF ( XXT ) － EFX( EFX
T ) = Σ1，EG ( XXT ) －

EGX( EGX) T = Σ2，其中 Σ1，Σ2 正定有限，则有
Mn

nω
→
p

+ !，其中 ω 为小于 1 的任意常数．

证明 当 p = p0，q = q0 时，由 Marcinkiewicz － Zygmund 强大数律可得
珔X1p0q0

= μ1 + o( 1) ，珔X2p0q0
= μ2 + o( 1) ，

S1p0q0
= Σ1 + op ( ( n( 1 － θp0q0 ) ) － δ

2+δ ) = Σ1 + op ( K
－ δ
2+δ ) ，S2p0q0

= Σ2 + op ( ( nθp0q0 )
－ δ
2+δ ) = Σ2 + op ( K

－ δ
2+δ ) ．

于是有

－ 2l( p0，q0 ) =
nθp0q0 ( 1 － θp0q0 ) ( μ1 － μ2 + op ( 1) ) T ( θp0q0Σ1 + ( 1 － θp0q0 ) Σ2 + op ( 1) ) －1 ( μ1 － μ2 + op ( 1) ) = nOp ( 1) ．

证毕．
由定理 2 可知: 若变点存在，loglog Mn 趋于无穷，这与没有变点的情况有很大区别，因此用 Mn 来对

问题( 1) 做假设检验是合适的．

3 数值模拟

下面通过模拟来说明第 2 节中的主要理论结果． 分别考虑 2 个模型:

模型 1: Xi ～ N( 0，1) ，i∈ A; Xi ～ λN( 0，1) + ( 1 － λ) N( μ，1) ，i∈ B;

模型 2: Xi ～ L( 0， 0．槡 5 ) ，i∈ A; Xi ～ λL( 0， 0．槡 5 ) + ( 1 － λ) L( μ， 0．槡 5 ) ，i∈ B．
其中 A = { 1，…，p － 1，q + 1，…，n} ，B = { p，…，q} ，L(·，·) 为一般的拉普拉斯分布，相对于正态分布具

有尖峰厚尾的特性． 给定显著性水平 α = 0. 05，对于不同的样本量 n，分别在零假设下重复模拟一万次

得到其经验水平，以此作为临界值; 然后在不同的参数 n，p，q，λ，μ 下分别重复模拟 1000 次． 为获得该检

验函数的真实检验效果，分别利用相应的经验水平来计算其检验功效，结果如表 1 ～ 2．
表1 为模型1 的功效表，表内数据则是不同参数取值下的检验功效; 表2 则为模型2 的功效表，其余

类似． 如表 1 所示，总体来看，随着样本量增大，无论参数 p，q，λ，μ 如何取值，功效都在增大，到样本量为

600 时，检验功效都达到 0. 900 以上，大部分都是 1. 000． 对于固定的 p，检验功效都分别随着参数 q，λ，μ
的增大而增大; 对于相同的 n，q － p，在本文所考虑的 q，p 取值下，其检验功效都比较接近，由此说明，该

检验对于 q，p的位置是不敏感的，但是当 q － p越大，检验功效则越大． 观察λ，μ的取值，容易发现λ，μ越

大，功效越大; 当 λ 小 μ 大时，检验功效也比 λ 大 μ 小时的要高，由此看出，对于两变点之间的分布而言，

即使混合比例较小，只要该混合分布的均值与两变点外的分布均值有较大差异，功效也不会受到太大影

响． 从表 2 中可以看出与表 1 类似的结论，只是模型 2 下的功效表现要比模型 1 好． 综上可见，本文提出

的方法具有一定的检验效果，且本文方法对数据服从厚尾分布相较于服从薄尾分布有较好的检验效果．
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表 1 模型 1 功效表
Tab． 1 Power under model 1

n ( μ，λ)
p /n = 0． 2

q /n = 0． 4 q /n = 0． 6 q /n = 0． 8
p /n = 0． 4

q /n = 0． 6 q /n = 0． 8 q /n = 1． 0
p /n = 0． 5

q /n = 0． 7 q /n = 0． 9 q /n = 1． 0

200

( 1，0． 6) 0． 364 0． 574 0． 627 0． 346 0． 596 0． 619 0． 381 0． 602 0． 614
( 1，0． 8) 0． 705 0． 902 0． 903 0． 694 0． 907 0． 929 0． 725 0． 916 0． 93
( 2，0． 6) 0． 885 0． 994 0． 997 0． 878 0． 997 0． 997 0． 894 0． 996 0． 998
( 2，0． 8) 0． 997 1． 000 1． 000 0． 998 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000

400

( 1，0． 6) 0． 775 0． 955 0． 963 0． 768 0． 952 0． 956 0． 73 0． 954 0． 966
( 1，0． 8) 0． 981 1． 000 1． 000 0． 979 1． 000 1． 000 0． 983 0． 998 1． 000
( 2，0． 6) 0． 996 1． 000 1． 000 0． 999 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000
( 2，0． 8) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000

600

( 1，0． 6) 0． 933 0． 997 0． 998 0． 937 0． 998 0． 999 0． 934 1． 000 1． 000
( 1，0． 8) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000
( 2，0． 6) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000
( 2，0． 8) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000

表 2 模型 2 功效表
Tab． 2 Power under model 2

n ( μ，λ)
p /n = 0． 2

q /n = 0． 4 q /n = 0． 6 q /n = 0． 8
p /n = 0． 4

q /n = 0． 6 q /n = 0． 8 q /n = 1． 0
p /n = 0． 5

q /n = 0． 7 q /n = 0． 9 q /n = 1． 0

200

( 1，0． 6) 0． 505 0． 728 0． 751 0． 487 0． 728 0． 732 0． 48 0． 734 0． 76
( 1，0． 8) 0． 838 0． 961 0． 971 0． 832 0． 963 0． 972 0． 843 0． 963 0． 968
( 2，0． 6) 0． 935 0． 998 1． 000 0． 94 0． 999 1． 000 0． 942 0． 998 0． 999
( 2，0． 8) 0． 999 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000

400

( 1，0． 6) 0． 886 0． 985 0． 988 0． 874 0． 987 0． 981 0． 884 0． 983 0． 986
( 1，0． 8) 0． 997 1． 000 1． 000 0． 994 1． 000 0． 999 0． 996 1． 000 1． 000
( 2，0． 6) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000
( 2，0． 8) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000

600

( 1，0． 6) 0． 957 0． 998 1． 000 0． 964 0． 997 0． 999 0． 967 0． 998 0． 999
( 1，0． 8) 0． 999 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000
( 2，0． 6) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000
( 2，0． 8) 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000 1． 000

4 实例分析

通过一个关于飞机到达时间的实例［11，16］对模型进行验证． 该实例一共有 213 个数据( 数据来源于

文献［16］) ，是一组于 1968 年 4 月 30 日中午至晚上 8 时从低空过渡控制区收集的飞机到达时间． 图 1
是该数据的一阶差分时序图，即到达时间间隔时序图． 图中虚线即为 Mn 取得最大值时的点 p = 115，q =
131，此时 Mn 为 18. 51，由定理 1 中的极限分布可得 p 值为 0. 0079，远比 0. 05 小，这与文献［11，16］的研

究结果一致．

图 1 到达时间间隔时序图

Fig． 1 Sequence diagram for the inter － arrival time
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5 结论

本文采用经验欧氏似然方法对双变点均值模型做假设检验，且两变点之间的分布为混合分布; 根据

该模型特点构建了经验欧氏似然比检验函数，找到其在零假设下的极限分布，并给出变点是否存在的判

断方法; 同时证明了该检验函数在有无变点时发散的阶数相差较大，从而随着样本量增大，检验效果越

好; 模拟结果及实例分析则进一步说明了该检验的优良性． 此外，本方法计算较为简单，具有较好的实

用性．
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Mean Model with Two Change － points Detect via Empirical
Euclidean Likelihood Ｒatio

MA Daijun，LI Zhihang，ZHANG Junjian

( College of Mathematics and Statistics，Guangxi Normal University，Guilin 541004，China)

Abstract: The empirical Euclidean likelihood ratio is proposed to detect two change － points in mean models．
The asymptotic distribution of empirical Euclidean likelihoodratio is given． The simulation results indicate that
our method has good test power． At last，the method is applied to the real example of aircraft arrival time．
Keywords: mean model; two change － points; empirical Euclidean likelihood ratio
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