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一类带有多项式源的椭圆型方程
边界爆破解的存在性

丛玮炜，王琳琳，樊永红

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要: 针对一类带有多项式源的椭圆型方程边界爆破问题，本文利用上下解方法和比较原理，给出了存在唯

一解的一个充分条件，并对解在边界附近的渐近行为进行了研究．
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本文考虑如下问题

Δu = a( x) uq( x) in Ω，

u = ! on Ω{ ，
( 1)

其中 Ω 是 ＲN 中的一个光滑有界域，a( x) 和 q( x) 均为 μ － Hlder 连续函数，0 ＜ μ ＜ 1． 边界条件 u =
!是指: 当 d( x) : = dist( x，Ω) → 0 + 时，u→ !．

另外，权函数 a( x) 具有以下性质:

( i) 假设 Ω 是一个 Cμ 有界域，其中 0 ＜ μ ＜ 1; 权函数 a( x) 是一个局部 μ － Hlder 连续函数，满足

C1d( x) －γ ≤ a( x) ≤ C2d( x) －γ，x∈ Ω
其中 C1，C2，γ 是常数，C1，C2 ＞ 0，γ ＜ 2．

( ii) 假设存在有界正函数 C0 ( x) ∈ C( 珚Ω) ，其中 Ω 是一个 Cμ ( Ω) 有界域，0 ＜ μ ＜ 1; 权函数 a( x)

是一个局部 μ － Hlder 连续函数，对于任意的 x0 ∈ Ω 满足

lim
x→x0

d( x) γa( x) = C0 ( x0 ) ，

其中 γ 是常数，γ ＜ 2．
起初，当 a( x) ≡ 1，q( x) ≡ p 时，许多学者对问题( 1) 中解的存在唯一性做了大量的研究［1—7］． 当

q( x) ≡ p 时，文献［8—9］中证明了问题( 1) 解的存在性，并得出解的渐近估计式． 随后，Melián 等［10］ 证

明了当问题( 1) 中 a( x) ≡1时，解的存在唯一性以及渐近估计． 近两年相关问题边界爆破解的研究可参

见文献［11—16］．
在前人研究的基础上，本文提出一个新的模型( 1) ，在同时含指数源和权函数的情况下，研究解的

存在唯一性以及解在边界处的渐近行为．

1 解的存在性

定理 1 假设( i) 成立，q( x) ∈ Cμ ( 珚Ω) 且非负，0 ＜ μ ＜ 1． 若存在 x0∈Ω，使得 q( x0 ) ＜ 1，则( 1)

无正解． 另外，在相同条件下，如果 q( x) 在 x0 的一个邻域内满足 q( x) ≤ 1，则( 1) 无正解．
证明 设 B( x0，r) 是一个以 x0 为球心，r 为半径( r ＞ 0) 的球． 选择一个光滑开子集 D B( x0，3r)
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∩珚Ω，使得 B( x0，2r) ∩ Ω D∩ Ω． 设 φ 是一个截断函数，在 D 的边界上满足 0≤ φ≤ 1，在 B( x0，

r) ∩ Ω 上有 φ = 1，在 D∩ Ω \ ( B( x0，2r) ∩ Ω) 上有 φ = 0． 因此当 n 取任意正整数时，以下问题

Δw = a( x) wq( x) in D，

w = nφ on { D
有对应的唯一正解 wn． 如果( 1) 有正解，在Ω的边界上，对任意的 n，有 u≥ nφ． 在 D 内，由比较原理可得

u≥ wn．
令 wn = nvn，其中 vn 是

Δv = a( x) nq( x) －1vq( x) in D，

v = φ on { D
的解． 令 D0 = { x∈ D: vn+1 ＜ vn} ，假设 D0 ≠，则在 D0 内有

Δvn+1 = a( x) ( n + 1) q( x) －1vn+1
q( x) ≤ a( x) nq( x) －1vn+1

q( x) ≤ a( x) nq( x) －1vn
q( x) = Δvn ．

即:

Δvn+1 ≤ Δvn in D，

vn+1 － vn = 0 on { D．
由最大值定理可得 vn+1 ≥ vn，与假设矛盾，所以 vn+1 ≥ vn，vn 在 D 内单调递增． 在 D 的边界处有 0≤ vn≤
1，因此当 n→ !时，有 vn → v0，其中 v0 在 D 内是调和函数，在 D 的边界上有 v0 = φ． 因为 v0 ＞ 0，所以在

D ∪ ( B( x0，r) ∩Ω) 的紧子集上，有wn→+ !． 又因为 u≥wn，所以在D∪ ( B( x0，r) ∩Ω) 上有 u→+
!，与( 1) 有正解矛盾，因此( 1) 无正解． 将区域 B( x0，r) 换成 x0 的一个邻域，重复上述证明，结果仍

成立．
定理 2 假设( i) 成立，q( x) ∈ Cμ ( 珚Ω) ，0 ＜ μ ＜ 1，q( x) ＞ 1，则( 1) 至少存在一个正解．
证明 先来证明对于任意正整数 n，以下问题

Δu = a( x) uq( x) in Ω，

u = n on { Ω
( 2)

有唯一解 un．
当 a( x) 是 Ω 内的有界函数时，即 γ≤ 0，很容易得到 u

－
= 0 和珔u = n 分别为( 2) 的下解和上解，由

此可得解的存在性． 由比较原理可得解的唯一性．
当 a( x) 在 Ω 内无界时，即 0 ＜ γ ＜ 2，定义

ak ( x) =
( 1
a( x)

+ 1
k ) －1 in Ω，

k on Ω
{

，

其中 ak ( x) 随 k 递增，有 ak ( x) ≤ a( x) ≤ C2d( x) －γ ． 因为 ak ( x) 无界，所以对于每一个固定的 k，问题

Δu = ak ( x) uq( x) in Ω，

u = n on { Ω
存在唯一解 uk，n，并且 uk，n 随 k 递减． 令

－ Δρ = C2d( x) －γnq( x) in Ω，

ρ = 0 on Ω{ ．
利用比较原理和最大值原理可得，此问题存在唯一解 ρ ＞ 0． 因为在Ω内有 Δ( n － ρ) = C2d( x) －γnq( x) ≥
ak ( x) ( n － ρ) q( x) ，在Ω边界处有 n － ρ = n． 在Ω内由比较原理可得 uk，n≥ n － ρ，所以在 C1

loc ( Ω) 内有 uk，n

→ un． 由椭圆方程的正则性控制，un 是( 2) 的解． 由比较原理和最大值原理可得 un 的唯一性，并且 un 随

n 递增．

选择 δ ＞ 0，并令 Ωδ = { x∈ Ω: d( x) ＜ δ} ． 在 Ωδ 内选择一点 x0，并且有 d( x0 ) = ε
2 ，其中 0 ＜ ε ＜
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1． 在 Ωδ 内，因为 q( x) ＞ 1，a( x) ＞ 0，所以存在 a0，q0，使得在 B( x0，ε4 ) 内有 q( x) ≥ q0 ＞ 1，a( x) ≥ a0

＞ 0，因此在 B( x0，ε4 ) 内有 Δun ≥ a0un
q0 ． 由此可得，对于任意的 x∈ B( x0，ε4 ) ，有 un ≤ U，其中 U 是

ΔU = a0U
q0 in B( x0，ε4 ) ，

U = +! on B( x0，ε4
{ )

的唯一解． 因此 un 在 B( x0，ε4 ) 内一致有界，并且在集合{ x∈ Ω: d( x) = ε
2 } 上也是一致有界． 又因为

Δun ＞ 0，所以在{ x∈ Ω: d( x) ＞ ε
2 } 内有 un ≤ sup

d( x) = ε
2

un，由此推断 un 在{ x∈ Ω: d( x) ＞ ε
2 } 区域内都

是一致有界的． 令 ε→ 0，可得 un 在 Ω 内是局部一致有界的，因此{ un} 中存在子列{ un'} → u，其中 u 在

Ω 内满足 Δu = a( x) uq( x) ． 又因为 un 随 n 递增，所以{ un} → u． 对于任意的 x∈ Ω，当 n→ !时，u→+ !
，因此 u 为( 1) 的正解．

2 解的渐近行为

引理 1 假设( i) 成立，如果 x0 ∈ Ω，使得 q( x0 ) ＞ 1，并且 u 是( 1) 的正解，则在 x0 的一个邻域 U

内有

C1 'd( x) －α( x) ≤ u( x) ≤ C2 'd( x) －α( x) ， ( 3)

其中 C1 '，C2 ' 是正常数，α( x) = γ － 2
1 － q( x)

．

证明 选择 x0 的一个邻域 U'，使得 U U'，并且在 U' 内 q( x) ＞ 1． 对于任意的 x∈ U，有 B( x0，

d( x)
2 )  U． 对于 x∈ U，y∈ B( 0，1) ，定义函数

v
－
( y) = u( x + d( x)

2 y) d( x) α( x) ．

由此可得

Δv－( y) = 1
4 d( x) 2+α( x) －α( x) q( x+d( x)

2 y) a( x + d( x)
2 y) v

－
( y) q( x+d( x)

2 y) ．

因为

a( x + d( x)
2 y) ≥ C1d( x + d( x)

2 y) －γ ≥ C3d( x) －γ，

其中 C3 = ( 3
2 ) －γC1，所以

Δv－( y) ≥
C3

4 d( x) α( x) { q( x) －q( x+d( x)
2 y) } v

－
( y) q( x+d( x)

2 y) ．

因为 q( x) 为 μ － Hlder 连续函数，所以存在常数 C，使得

| q( x) － q( x + d( x)
2 y) |≤ Cd ( x) μ，

所以在 B( 0，1) 中有

Δv－( y) ≥ C4 v－( y) q( x+d( x)
2 y) ，

其中 C4 为正常数． 因此 v
－
( y) 是
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Δv( y) = C4v( y) q( x+d( x)
2 y) in B( 0，1) ，

v( y) = ! on B( 0，1{ )

的下解．
接下来定义珋v = A0ψ

－β，其中 β 足够大且满足

1 + 2
β

＜ q( x + d( x)
2 y) ，

ψ 满足

－ Δψ = 1 inB( 0，1) ，

ψ = 0 on B( 0，1){ ．
若 A0 足够大，使得

β( β + 1) | "ψ| 2 － βψΔψ≤ CA0
q( x+d( x)

2 y) －1ψβ+2－βq( x+d( x)
2 y)

成立，则珋v 为上述问题 的 上 解． 利 用 比 较 原 理 可 得 v ≤ 珋v． 令 y = 0 可 得，当 x ∈ U 时，有 u( x)

≤ A0ψ( 0) －βd( x) －α( x) ．
当 x∈U' 时，令 dist( 珋x，x) = d( x) ，其中珋x∈Ω，d( 珋x + d( x) ν( 珋x) ) = d( x) ( ν表示单位外法向量) ．

另外，令 Γx = － 3
4 d( x) ν( 珋x) + d( x)

4 Γ，其中 Γ = { y∈ ＲN : 12 ＜ | y| ＜ 2} ，ε ＞ 0． 显然 x∈ Qx，其中 Qx

= Γx ∩ Ω．
对于任意的 x∈ U，通过减小 U 的范围，使得 Qx  U'． 定义

w( y) = u( － 3
4 d( x) ν( 珋x) + d( x)

4 y) d( x) α( x) ，

其中 y∈珟Qx，珟Qx = Γ∩ { y∈ ＲN : － 3
4 d( x) ν( 珋x) + d( x)

4 y} ． 由此可得

Δw( y) = 1
16d( x) 2+α( x) －α( x) q( － 3

4 d( x) ν( 珋x) +d( x)
4 y) a( － 3

4 d( x) ν( 珋x) + d( x)
4 y) v( y) q( － 3

4 d( x) ν( 珋x) +d( x)
4 y) ．

因为

a( － 3
4 d( x) ν( 珋x) + d( x)

4 y) ≤ C2d ( － 3
4 d( x) ν( 珋x) + d( x)

4 y)
－γ

≤ C5d ( x) －γ，

其中 C5 = ( 1
4 ) －γC2，所以

Δw( y) ≤
C5

16d( x) α( x) { q( x) －q( － 3
4 d( x) ν( 珋x) +d( x)

4 y) } w( y) q( － 3
4 d( x) ν( 珋x) +d( x)

4 y) ．

由 q( x) 的 Hlder 连续性可得，在珟Qx 中，有

Δw( y) ≤ C6w( y) q( － 3
4 d( x) ν( 珋x) +d( x)

4 y) ，

其中 C6 为正常数． 所以以下问题

Δz = C6w( y) q( － 3
4 d( x) ν( 珋x) +d( x)

4 y) in 珟Qx，

z = 1 on | y| = 1
2 ，

z = 0 on | y| =










2

有唯一正解 z，并且在珟Qx 边界上，有 w≥ z． 由比较原理可得，在珟Qx 中有 w ≥ z． 当 y = － ν( 珋x) 时，因为

w( y) = u( － 3
4 d( x) ν( 珋x) + d( x)

4 y) d( x) α( x) = u( － d( x) ν( 珋x) ) d ( x) α( x) ， 则 u( x) ≥ z( －

ν( 珋x) ) d( x) －α( x) ． 证毕．
同理，不难得到以下引理

引理 2 假设( ii) 成立，如果 x0 ∈ Ω，使得 q( x0 ) ＞ 1，并且 u 是( 1) 的正解． 则在 x0 的一个邻域



第 2 期 丛玮炜，等: 一类带有多项式源的椭圆型方程边界爆破解的存在性 119

U 内有

C3 'd( x) －α( x) ≤ u( x) ≤ C4 'd( x) －α( x) ，

其中 C3 '，C4 ' 是正常数，α( x) = γ － 2
1 － q( x)

．

定理 3 假设( ii) 成立，q( x) ∈ Cμ ( 珚Ω) ，其中 0 ＜ μ ＜ 1． 有一点 x0∈Ω且 q( x0 ) ＞ 1． 若 u 是( 1)

的正解，则在 x0 的一个邻域 U 内有

lim
x→x0

d ( x) α( x) u( x) = (
α( x0 ) ( α( x0 ) + 1)

C0 ( x0 )
)

1
q( x0) －1， ( 4)

其中 α( x) = γ － 2
1 － q( x)

．

证明 令 x0 ∈ Ω，在 Ω 内选择一列点集{ xn} ，使得lim
n→!

xn = x0 ． 选择 x0 的一个开邻域 W，使得在 Ω

边界上有一组局部坐标 ζ∈ C2，μ，ζ: W→ＲN，当且仅当 ζ1 ( x) ＞ 0 时，有 x∈W∩Ω，其中 ζ = ( ζ1，ζ2，…，

ζN ) ，W∩ Ω U，U 即为引理 1 中的区域． 另外假设 ζ( x0 ) = 0． 在 ζ( W ∩ Ω  U) 内，记 u( x) =
珔u( ζ( x) ) ，q( x) = 珋q( ζ( x) ) ，a( x) = 珔a( ζ( x) ) ，α( x) = 珔α( ζ( x) ) ，可得

∑
N

i，j = 1
aij ( ζ) 2珔u

ζiζ j
+∑

N

i = 1
bi ( ζ) 

珔u
ζi

= 珔a( ζ) 珔u珋q( ζ) ，

其中 aij ( ζ) ，bi ( ζ) ∈ Cμ，aij ( 0) = δij ． 用 ηn 表示 ζ( xn ) 在 ζ( W∩Ω) 上的投影，定义映射 vn ( y) = 珔u( ηn

+ dny) dn
αn，其中 dn = d( ζ( xn ) ) ，αn = α( ζ( xn ) ) ，ζ( xn ) = ηn + dn ( 1，0，…，0) ． vn ( y) 满足以下方程

∑
N

i，j = 1
aij ( ηn + dny)

2vn
yiyj

+∑
N

i = 1
bi ( ηn + dny)

vn
yi

= dn
αn+2－αn珋q( ηn+dny)珔a( ηn + dny) vn

珋q( ηn+dny) ．

由引理 2 可得，G: = { y∈ ＲN : y1 ＞ 0} 上存在一个紧子集 K，存在正常数 C7，C8，使得

C7dn
αn－珔α( ηn+dny) y1

－珔α( ηn+dny) ≤ vn ≤ C8dn
αn－珔α( ηn+dny) y1

－珔α( ηn+dny) ．
根据引理 2 和 q( x) 的 Hlder 连续性可得，当 n→ !时，dn

αn－珔α( ηn+dny) → 1 是一致收敛，其中 y∈ K． 因

此在 C2
loc ( D) 上存在一组有界子列{ vn} ，使得 vn → v* ． 因此，可以得到

Δv* = C0 ( x0 ) y1
－γ ( v* ) q( x0) in D，

C7y1
－珔α( x0) ≤ v* ≤ C8y1

－珔α( x0){ ．
由文献［8］可知，上述问题存在唯一解，并有

v* = (
α( x0 ) ( α( x0 ) + 1)

C0 ( x0 )
)

1
q( x0) －1y1

－α( x0) ．

令 y = ( 1，0，…，0) ，则

dn
αnu( xn ) → (

α( x0 ) ( α( x0 ) + 1)
C0 ( x0 )

)
1

q( x0) －1 ．

式( 4) 得证．

3 结语

本文解决了同时含指数源和权函数的椭圆边界爆破问题解的渐近性，下一步将考虑其它项是否干

涉解的行为，以及指数源和权函数变号时解的情况．
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Existence of Solution for a Class of Elliptic Boundary Blow － up
Problem with Polynomial Term

CONG Weiwei，WANG Linlin，FAN Yonghong

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: In this paper，for a class of boundary blow-up problem with the polynomial term，a sufficient condition
for the existence and uniqueness of the solution was given by using the upper and lower solution method and the
comparison principle，and the asymptotic behavior of the solution near the boundary was studied．
Keywords: upper and lower solution; boundary blow-up problems; comparison; coordinate transformation
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