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摘要: 研究了欧氏环中元素的最大公因子与最小公倍，利用矩阵的初等变换，给出了欧氏环中多个元素的最

大公因子与最小公倍的统一求法。
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欧氏环中元素的最大公因子与最小公倍是欧氏环的一个基本内容。计算欧氏环中元素的最大公因

子与最小公倍( 包括整数和多项式的最大公因子与最小公倍) 的一个常用方法是矩阵的初等变换法。
文献［1—3］利用矩阵的初等变换求整数或多项式的最大公因子; 文献［4］和文献［5—6］分别求出整数

的最小公倍数和多项式的最小公因式; 进一步，文献［7］和文献［8］在欧氏环中分别给出元素的最大公

因子和最小公倍的矩阵方法。与此同时，文献［9］利用整数矩阵的初等变换，在一个整数矩阵上同时求

出两个整数的最大公因数和最小公倍数; 而文献［10 － 13］将这一方法应用在域上的多项式环，给出求

两个多项式最大公因式和最小公倍式的统一方法; 文献［14］将这一方法拓广到欧氏环上，通过对欧氏

环上矩阵的讨论，给出欧氏环中两个元素的最大公因子与最小公倍的统一求法，该方法对整数环 Ζ 和

多项式环 F［x］中问题的解决具有指导意义。
本文在文献［14］的基础上进一步探讨欧氏环中元素的最大公因子和最小公倍，利用欧氏环上矩阵

的初等变换，同时求出多个元素的最大公因子和最小公倍，并将最大公因子表为这些元素的组合。所得

结果拓广了文献［14］中的重要结论。

1 基本概念与引理

本文中，Ｒ 表示一个含有单位元 1 的交换环。
设 a∈ Ｒ，如果存在 b∈ Ｒ 使得 ab = ba = 1，则称 a 是 Ｒ 中的一个可逆元。本文用 U( Ｒ) 表示 Ｒ 中

所有可逆元组成的集合。对于任意 a，b∈ Ｒ，如果 a = bc，则称 b 为 a 的一个因子( 或称 b 整除 a) ，记为

b| a。如果 a∈ U( Ｒ) ，则有 aa－1 = a－1a = 1，所以 a 可逆当且仅当 a| 1。
设 Ｒ 是一个环。Ｒ 称为一个整环，如果a，b∈ Ｒ，由 ab = 0 可推出 a = 0 或 b = 0，这里 0 表示环

Ｒ 中的零元。显然，如果 Ｒ 为整环，那么a，b，c∈ Ｒ，当 a≠ 0 时，由 ab = ac( 或 ba = ca) 可推出 b = c。
对于 Ｒ 中的任意元 a，b，如果存在 ε∈ U( Ｒ) 使得 b = εa，则称 a 与 b 在 Ｒ 中相伴，记为 a ～ b。显然，相

伴关系“～”是 Ｒ 上的一个等价关系。
设 Ｒ 是一个交换整环，a1，a2，…，an ∈ Ｒ，d，m ∈ Ｒ。d 称为 a1，a2，…，an 的一个最大公因子，如果

d| a1，d| a2，…，d| an，并且c∈Ｒ，由 c| a1，c| a2，…，c| an 可推出 c| d。用( a1，a2，…，an ) 表示 a1，a2，…，an

的任一个最大公因子。对偶地，m 称为 a1，a2，…，an 的一个最小公倍，如果 a1 | m，a2 | m，…，an| m，并且l
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∈ Ｒ，由 a1 | l，a2 | l，…，an| l 可推出 m| l。用［a1，a2，…，an］表示 a1，a2，…，an 的任一个最小公倍。

一个交换整环 Ｒ 称为欧氏环［15］，如果存在 Ｒ 到非负整数集 N 的一个映射 δ: Ｒ → N，a| → δ( a) ，满

足:a，b∈ Ｒ，b≠ 0，存在 q，r∈ Ｒ，使得 a = bq + r，且 δ( r) ＜ δ( b) 。
显然，整数环、域上的多项式环都是特殊的欧氏环。
设 Ｒ 是一个交换环。Mm，n ( Ｒ) 表示 Ｒ 上所有 m × n 矩阵组成的集合，特别地，用 Mn ( Ｒ) 表示 Ｒ 上所

有 n 阶矩阵组成的集合。对于任意 A∈Mm，n ( Ｒ) ，用 aij 表示矩阵 A 的第 i 行第 j 列交叉处的元素; En 表

示 Ｒ 上的 n 阶单位矩阵，Eij 表示 Ｒ 上第 i 行第 j 列交叉处元素为 1，其余元素为 0 的 n 阶矩阵; 用 O 表示

零矩阵。
对于任意 A∈ Mm，n ( Ｒ) ，下列三种变换称为矩阵 A 的行( 列) 初等变换［15］:

a) 将矩阵A的某一行( 某一列) 乘以Ｒ中的某一元素加到A的另一行( 另一列) ，其余行( 列) 不变;

b) 将矩阵 A 中某一行( 某一列) 乘以 Ｒ 中的一个可逆元，其余行( 列) 不变;

c) 交换矩阵 A 中两行( 两列) 的位置，其余行( 列) 不变。
由单位矩阵 En 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵［15］。
显然，每一个初等变换都有一个与之相对应的初等矩阵。具体地，将En 的第 j行乘以 b( b∈Ｒ) ，加到

En 的第 i 行，得 P( i，j( b) ) = En + bEij ; 用 Ｒ 中的可逆元 u 乘以 En 的第 i 行，得 P( i( u) ) = En + ( u －
1) Eii ; 交换矩阵 En 的第 i 行与第 j 行的位置，得 P( i，j) = En － Eii － E jj + Eij + E ji。不难验证，矩阵 P( i，
j( b) ) ，P( i( u) ) 和 P( i，j) 都是可逆的。

同样可以得到与列初等变换相对应的初等矩阵。不难看出，对单位矩阵作一次列初等变换得到的矩

阵也包含在上面列举的三类矩阵之中。因此，这三类矩阵是全部的初等矩阵。
在交换环 Ｒ 中，下列结论成立［15］:

a) 欧氏环中任意有限个元素都有最大公因子和最小公倍。
b) 设 A∈Mm，n ( Ｒ) ，则对 A 施行一次行初等变换，相当于对 A 左乘上一个相对应的初等矩阵; 对 A

施行一次列初等变换，相当于对 A 右乘上一个相对应的初等矩阵。
引理 1 设 Ｒ 是一个欧氏环，a1，a2，…，an，b∈ Ｒ，那么

( i) ( a1，a2) ［a1，a2］ ～ a1a2 ;

( ii) ( ( a1，a2，…，an－1 ) ，an ) ～ ( a1，a2，…，an－1，an) ，［［a1，a2，…，an－1］，an］～ ［a1，a2，…，an－1，an］;

( iii) b( a1，a2，…，an ) ～ ( ba1，ba2，…，ban ) 。
证明 从略。
定义 1 设 A，B∈Mm，n ( Ｒ) ，若存在可逆矩阵 U∈Mm ( Ｒ) 和 V∈Mn ( Ｒ) ，使得 B = UAV，则称 A

与 B 等价，记为 A ～ B。
引理 2［15］ 设 Ｒ 是一个交换环，那么矩阵 A∈Mn ( Ｒ) 是可逆的当且仅当 A 的行列式| A| 在 Ｒ 中是

可逆的。

引理 3 设 Ｒ 是一个欧氏环，A∈Mm，n ( Ｒ) 。那么 A 等价于矩阵 B =
Dr O[ ]
O O

，这里 Dr = diag( d1，

d2，…，dr ) ，di ≠ 0，且当 i≤ j 时，di | dj。

证明 由文献［15］中的定理 3． 8 可得。
引理 3 中的矩阵 B 称为矩阵 A 的等价标准形，d1，d2，…，dr 称为 A 的不变因子。从文献［15］中定理

3． 8的证明可以看出，对欧氏环上矩阵A施行有限次初等变换后，可得到A的等价标准形。又因为初等矩

阵是可逆的，所以由引理 3，得下列结论:

推论 1 欧氏环 Ｒ 上 n 阶矩阵是可逆的，当且仅当该矩阵可表为一些初等矩阵的乘积。
引理4 设Ｒ是一个欧氏环，A∈Mm，n ( Ｒ) ，A的秩为 r，不变因子为 d1，d2，…，dr，i∈ { 1，2，…，r} ，

记 Δ i 为 A 的所有 i 阶子式的最大公因子。那么
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d1 ～ Δ1，Δ2 ～ d2Δ1，…，Δr ～ drΔr－1。
证明 由文献［15］中的定理 3． 9 可得。

2 主要结论

定理 1 设 Ｒ 是一个欧氏环，a1，a2，…，an 是 Ｒ 中的非零元，作矩阵

A =

a1 0 0 … 0 0

a2 a2 0 … 0 0

a3 0 a3 … 0 0

     
an 0 0 … 0 a















n

，

则有下列结论成立:

1) A 的等价标准形具有形式 B = diag( d1，d2，…，dn ) ，即存在可逆矩阵 U，V∈ Mn ( Ｒ) ，使得 UAV
= B，其中 di ≠ 0( 1 ≤ i≤ n) ，且当 i≤ j 时，di | dj ;

2) d1 ～ ( a1，a2，…，an ) ，dn ～ ［a1，a2，…，an］;

3) d1 = u11v11a1 + u12 ( v11 + v21 ) a2 + … + u1n ( v11 + vn1 ) an，其中 u11，u12，…，u1n 和 v11，v21，…，vn1 分

别为矩阵 U 和 V 的第一行和第一列的元素。
证明 1) 因为 a1，a2，…，an 是 Ｒ 中的非零元，所以 A 的行列式| A| = a1a2…an≠ 0。由引理 3，可设

B = diag( d1，d2，…，dr，0，…，0) ∈ Mn ( Ｒ) 是 A 的等价标准形，其中 di ≠ 0( 1≤ i≤ r，r≤ n) ，当 i≤ j
时，di | dj。而由 UAV = B，得| B| = | U|·| A|·| V|≠ 0( 根据引理 2) ，因此 r = n。

2) 由引理 4 知，d1 ～ Δ1 = ( a1，a2，…，an ) 。下证 dn ～ ［a1，a2，…，an］。
首先，不难得到，Δn－1 = ( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1 ) ，Δn = a1a2…an。为了证明 dn ～ ［a1，

a2，…，an］，下面用归纳法证明

( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an］ ～ a1a2…an。 ( 1)

当 n = 2 时，由引理 1( i) 知，式( 1) 左边 = ( a2，a1) ［a1，a2］ ～ a1a2 = 右边，故式( 1) 成立。假设对于 n
－ 1( n≥ 3) ，式( 1) 成立。那么对于 n，有

( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an］( ［a1，…，an－1］，an ) ～
( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1) ［［a1，…，an－1］，an］( ［a1，…，an－1］，an ) ( 根据引理 1( ii) ) ～

( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an－1］an ( 根据引理 1( i) ) ～
( ( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－2an ) ，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an－1］an ( 根据引理 1( ii) ) ～

( ( a2a3…an－1，a1a3…an－1，…，a1a2…an－2 ) an，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an－1］an ( 根据引理 1( iii) ) ～
(( a2a3…an－1，a1a3…an－1，…，a1a2…an－2) ［a1，a2，…，an－1］an，a1a2…an－1［a1，a2，…，an－1］) an( 根据引理 1( iii) ) ～

( a1a2…an－1an，a1a2…an－1［a1，a2，…，an－1］) an ( 根据归纳假设) ～
a1a2…an－1 ( an，［a1，a2，…，an－1］) an ( 根据引理 1( iii) ) =

a1a2…an－1an ( an，［a1，a2，…，an－1］) ，

所以得到

( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an］( ［a1，…，an－1］，an ) ～
a1a2…an－1an ( an，［a1，a2，…，an－1］) 。

由于 ( ［a1，…，an－1］，an ) ≠ 0，所以( a2a3…an，a1a3…an，…，a1a2…an－1) ［a1，a2，…，an］ ～ a1a2…an，即

式( 1) 成立，故 Δn－1［a1，a2，…，an］ ～ Δn。结合 1) 及引理 4 知 Δn－1dn ～ Δn，进而得到 Δn－1［a1，a2，…，an］

～ Δn－1dn。而 Δn－1 ≠ 0，所以，dn ～ ［a1，a2，…，an］。
3) 由 B = UAV 知
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d1 = b11 = ∑
n

i，j = 1
u1iaij vj1 = u11v11a1 + u12 ( v11 + v21 ) a2 + … + u1n ( v11 + vn1 ) an。

证毕。
注 1: 在定理 1 中，当 n = 2 时，有 d1 ～ ( a1，a2 ) ，d2 ～ ［a1，a2］，即存在 ε1，ε2 ∈ U( Ｒ) ，使得 d1 =

ε1 ( a1，a2 ) ，d2 = ε2［a1，a2］。
根据定理 1，给出具体求欧氏环中多个元素的最大公因子、最小公倍以及将最大公因子表为这些元

素组合的统一方法。
对于定理 1 中的矩阵 A，存在 Ｒ 上的可逆矩阵 U，V，使得 UAV = B，其中 B 是 A 的等价标准形。由

推论 1 知，存在 Ｒ 上的初等矩阵 P1，P2，…，Ps ; Q1，Q2，…，Qt 使得 Ps…P2P1 = U，Q1Q2…Qt = V。于是，

Ps…P2P1AQ1Q2…Qt = B。

现将矩阵 A，En，En，O 凑成一个 2n 阶矩阵
A En

En
[ ]O

，按矩阵的分块乘法规则，可得

Ps O

O E[ ]
n

…
P2 O

O E[ ]
n

P1 O

O E[ ]
n

A En

En
[ ]O

Q1 O

O E[ ]
n

Q2 O

O E[ ]
n

…
Qt O

O E[ ]
n

=

Ps…P2P1AQ1Q2…Qt Ps…P2P1

Q1Q2…Qt
[ ]O

= UAV U[ ]V O
= B U[ ]V O

( 2)

式( 2) 表明，只要对2n阶矩阵
A En

En
[ ]O

的前 n行和前 n列分别作行初等变换和列初等变换，把A变为它

的等价标准形 B，那么该矩阵的右上角和左下角的单位矩阵 En 分别变成可逆矩阵 U 和 V。通过定理 1，

可得到这些元素的最大公因子和最小公倍，并将最大公因子表为这些元素的组合。
例1 设 a = 231，b = 273，c = 429，求 a，b，c的最大公因数( a，b，c) 和最小公倍数［a，b，c］，并将( a，

b，c) 表为元素 a，b，c 的一个组合。
解 作 6 阶矩阵

C =

231 0 0 1 0 0
273 273 0 0 1 0
429 0 429 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

，

并在整数环 Z 上对矩阵 C 的前三行和前三列分别作行初等变换和列初等变换，则有下列式子成立:

C
r2 + ( － 1) r1，r3 + ( － 1) r

→
1

231 0 0 1 0 0
42 273 0 － 1 1 0
198 0 429 － 1 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

r1 + ( － 5) r2，r3 + ( － 4) r
→
2

21 － 1365 0 6 － 5 0
42 273 0 － 1 1 0
30 － 1092 429 3 － 4 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

r2+ ( － 2) r1，r3+ ( － 1) r
→
1

21 － 1365 0 6 － 5 0
0 3003 0 － 13 11 0
9 273 429 － 3 1 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

r1+ ( － 2) r
→
3
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3 － 1911 － 858 12 － 7 － 2
0 3003 0 － 13 11 0
9 273 429 － 3 1 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

r3 + ( － 3) r
→
1

3 － 1911 － 858 12 － 7 － 2
0 3003 0 － 13 11 0
0 6006 3003 － 39 22 7

















1 0 0 0 0 0

c2 + 637c1，c3 + 286c
→
1

3 0 0 12 － 7 － 2
0 3003 0 － 13 11 0
0 6006 3003 － 39 22 7
1 637 286 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

r3 + ( － 2) r
→
2

3 0 0 12 － 7 － 2
0 3003 0 － 13 11 0
0 0 3003 － 13 0 7
1 637 286 0 0 010000













0 0 1 0 0 0

。

可以得到，( a，b，c) = 3，［a，b，c］ = 3003，以及

U =
12 － 7 － 2
－ 13 11 0
－







13 0 7
，V =

1 637 286
0 1 0







0 0 1
。

所以 u11 = 12，u12 = － 7，u13 = － 2，v11 = 1，v21 = v31 = 0。于是，u11v11 = 12，u12 ( v11 + v21 ) = － 7，u13 ( v11
+ v31 ) = － 2，则有 3 = 12 × 231 + ( － 7) × 273 + ( － 2) × 429。

例 2 设 f( x) = x3 + 3x2 + 2x，g( x) = x3 + x2 － 2x，h( x) = x3 + 2x2 － x － 2∈F［x］，求( f( x) ，g( x) ，

h( x) ) 与［f( x) ，g( x) ，h( x) ］，并将( f( x) ，g( x) ，h( x) ) 表为多项式 f( x) ，g( x) ，h( x) 的一个组合，这里

F［x］是数域 F 上的多项式环。
解 作 6 阶矩阵

C =

x3 + 3x2 + 2x 0 0 1 0 0
x3 + x2 － 2x x3 + x2 － 2x 0 0 1 0

x3 + 2x2 － x － 2 0 x3 + 2x2 － x － 2 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

。

在 F［x］上，对矩阵 C 的前三行和前三列分别作行初等变换和列初等变换:

C
r2 + ( － 1) r1，r3+ ( － 1) r

→
1

x3 + 3x2 + 2x 0 0 1 0 0
－ 2x2 － 4x x3 + x2 － 2x 0 － 1 1 0

－ x2 － 3x － 2 0 x3+ 2x2－ x － 2 － 1 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

















0 0 1 0 0 0

r1 + (
1
2 x + 1

2 ) r2，r3 + ( － 1
2 ) r

→
2

0 1
2 x4 + x3 － 1

2 x2 － x 0 － 1
2 x + 1

2
1
2 x + 1

2 0

－ 2x2 － 4x x3 + x2 － 2x 0 － 1 1 0

－ x － 2 － 1
2 x3 － 1

2 x2 + x x3 + 2x2 － x － 2 － 1
2 － 1

2 1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0





















0 0 1 0 0 0

r2 + ( － 2x) r
→
3
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0 1
2 x4+ x3－ 1

2 x2－ x 0 － 1
2 x + 1

2
1
2 x + 1

2 0

0 x4 + 2x3 － x2 － 2x － 2x4－ 4x3+ 2x2+ 4x x － 1 x + 1 － 2x

－ x － 2 － 1
2 x3 － 1

2 x2 + x x3 + 2x2 － x － 2 － 1
2 － 1

2 1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0





















0 0 1 0 0 0

c2+
1
2 ( － x2 + x) c1，c3 + ( x2 － 1) c

→
1

0 1
2 x4 + x3 － 1

2 x2 － x 0 － 1
2 x + 1

2
1
2 x + 1

2 0

0 x4 + 2x3 － x2 － 2x － 2x4 － 4x3 + 2x2 + 4x x － 1 x + 1 － 2x

－ x － 2 0 0 － 1
2 － 1

2 1

1 1
2 ( － x2 + x) x2 － 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0























0 0 1 0 0 0

r1r
→

3

－ x － 2 0 0 － 1
2 － 1

2 1

0 x4 + 2x3 － x2 － 2x － 2x4 － 4x3 + 2x2 + 4x x － 1 x + 1 － 2x

0 1
2 x4 + x3 － 1

2 x2 － x 0 － 1
2 x + 1

2
1
2 x + 1

2 0

1 1
2 ( － x2 + x) x2 － 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0























0 0 1 0 0 0

( － 1) r1，r3 + ( － 1
2 ) r

→
2

x + 2 0 0 1
2

1
2 － 1

0 x4 + 2x3 － x2 － 2x － 2x4 － 4x3 + 2x2 + 4x x － 1 x + 1 － 2x
0 0 x4 + 2x3 － x2 － 2x － x + 1 0 x

1 1
2 ( － x2 + x) x2 － 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0





















0 0 1 0 0 0

r2 + 2r
→
3

x + 2 0 0 1
2

1
2 － 1

0 x4 + 2x3 － x2 － 2x 0 － x + 1 x + 1 0
0 0 x4 + 2x3 － x2 － 2x － x + 1 0 x

1 1
2 ( － x2 + x) x2 － 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0





















0 0 1 0 0 0

。

所以 ( f( x) ，g( x) ，h( x) ) = x + 2，［f( x) ，g( x) ，h( x) ］ = x4 + 2x3 － x2 － 2x，以及

U =

1
2

1
2 － 1

－ x + 1 x + 1 0
－ x + 1 0











x

，V =
1 1

2 ( － x2 + x) x2 － 1

0 1 0











0 0 1

，
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所以 u11 = 1
2 ，u12 = 1

2 ，u13 = － 1，v11 = 1，v21 = v31 = 0，于是 u11v11 =
1
2 ，u12 ( v11+ v21 ) = 1

2 ，u13 ( v11+ v31 )

= － 1，则有 x + 2 = 1
2 ( x3 + 3x2 + 2x) + 1

2 ( x3 + x2 － 2x) + ( － 1) ( x3 + 2x2 － x － 2) 。

注 2: 例 1、2 中 ri + brj ( ci + bcj ) 表示将矩阵的第 j 行( 第 j 列) 乘以 b 加到第 i 行( 第 i 列) ; uri ( uci )
表示将矩阵的第 i 行( 第 i 列) 乘以 u; rirj ( cicj ) 表示将矩阵的第 i 行( 第 i 列) 与第 j 行( 第 j 列) 互

换。

3 结语

本文探讨了欧氏环中元素的最大公因子和最小公倍，利用欧氏环上矩阵的初等变换同时求出多个

元素的最大公因子和最小公倍，并将最大公因子表为这些元素的组合。这一方法对整数环 Z 和多项式环

F［x］中相应问题的解决具有指导意义。
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A United Method for Findng Greatest Common Divisor and
Least Common Multiple in a Euclidean Domain

CHEN Lingxiang，TAN Yijia

( College of Mathematics and Computer Science，Fuzhou University，Fuzhou 350108，China)

Abstract: The greatest common divisor and the least common multiple of a finite set of elements in a Euclidean
domain were studied in this paper． With the elementary transformations on matrices，a unified method for find-
ing the greatest common divisor and the least common multiple of a finite set of elements in a Euclidean do-
main was obtained．
Keywords: greatest common divisor; least common multiple; matrix; Euclidean domain
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