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一维吸引相互作用下 p波费米气体的赝势研究
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摘要:通过对零程相互作用下一维 p波费米气体中两粒子间接触条件的分析，建立了忽略有效力程的相互作
用边界条件与两粒子接触条件在表达上的等价性。在此基础上将有效力程这一相互作用参数引入模型中，
通过引入 δ'函数求得赝势的方法，给出了两种相互作用下的一维 p 波费米气体的赝势形式和一种新的粒子
间接触条件。
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量子多体物理是当今物理学发展中的重要分
支和重要的研究方向，其中一维严格可解模型可
以通过 Bethe Ansatz 严格求解，从而利用精确解
来解析地研究多体物理［1］。近年来，随着冷原子
实验技术的飞速发展，已经能够在实验中实现
“准一维”的多体物理系统，且粒子间的相互作用
强度能够通过“费希巴赫共振”进行自由调控，这
使得许多在一维严格可解模型中曾做出的重要理
论预言得到了实验验证［2—4］，因此，关于一维严格
可解模型的研究正在引起越来越多学者的兴趣与
关注［5］。

在一维严格可解模型中，一个典型的例子是
一维 δ 相互作用玻色气体模型 ( Lieb-Liniger 模
型) ［6—9］，该模型在理论与实验上已有大量广泛
且深入的研究。通过“费希巴赫共振”调节相互
作用，在实验上已能够实现一维玻色气体在强排
斥相互作用下的 Tonks-Girardeau气体［2—3］。根据
玻色—费米映射理论［10—11］，在这种强排斥相互作
用极限下，玻色子的波函数可以映射到自由费米
子，这种“玻色—费米”的二元性同样可以由费米
子映射到玻色子。在一维无自旋费米气体模型
中，费米子的自旋排列全部朝向同一个方向，而由
于泡利不相容原理，在低能时粒子间不存在 s 波
的相互作用，使得 p波相互作用占据了主导地位。

当散射过程中两粒子间的相互作用范围为零程
时，若一维 p波相互作用的费米气体处于强吸引
的相互作用极限，系统中的费米子能够映射到弱
相互作用的玻色子，这种极限也被称为 fTG ( fer-
mionic Tonks-Girardeau) 极限［12—14］。

若要在实验条件下观测到 fTG 极限，有效力
程通常是不可忽略的［15］。目前为止，对于同时包
含“散射长度”和“有效力程”两个相互作用参数
的一维 p波相互作用费米气体，已有的研究主要
集中在基于严格解基础上对模型的基态能、动量
分布和有限温性质的讨论［16—18］，而该模型哈密顿
量中的赝势形式尚未得到。本文将从费米气体散
射过程中的两粒子接触条件出发，得到同时考虑
两种相互作用的赝势表达式，并且给出包含两个
相互作用参数的一种新的费米子接触条件。

1 理论背景

低能下三维空间中 p波相互作用的散射相移
可以表示为［15］

λ3cot δp( λ) = －
1
w1

－ α1λ
2 + Ο( λ4 ) ， ( 1)

其中 w1 为三维散射体积，α1 为三维有效力程，λ
为两个碰撞粒子的相对动量。且一维有效波函数
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可以写为［15］

ψ1D( z) = eiλz + eiλ| z|［f even + sgn( z) f odd］，( 2)
其中 f even 和 f odd 分别为偶数波和奇数波的散射振
幅。费米子波函数为

ψF( z) =
ψ1D( z) － ψ1D( － z)

2
。 ( 3)

低能极限下的一维 p波相互作用费米气体的
散射振幅为［15］

f oddp = － iλ(
1
lp

+ iλ + ξpλ
2 ) －1， ( 4)

其中 lp、ξp 分别为与三维散射相关的一维散射长
度和一维有效力程，

lp = 3a⊥
a3
⊥

w1

－ 槡3 2 ζ( －
1
2
)[ ]

－1

， ( 5)

ξp =
α1a

2
⊥

3
＞ 0， ( 6)

式中:横向束缚长度 a⊥ = h－ / ( mω⊥槡 ) ，m 为粒子

质量，ω⊥ 为束缚频率; 槡3 2 ζ( －
1
2
) ≈－ 0. 88。

不难看出，当式 ( 3) 中系统的波函数 ψF( z)
满足边界条件

lim
z→0 +
(
1
lp

+ z － ξp
2
z ) ψF( z) = 0 ( 7)

时可以得到上述散射振幅的表达式( 4) 。
在相互作用边界条件 ( 7) 的基础上，考虑由

两个粒子组成的一维 p 波费米气体，由于费米子
的波函数 ψF为空间反对称，当两粒子的坐标重合
时波函数不连续，因而定义一个对称形式的费米
子波函数

ψ + ( z1，z2 ) = sgn( z1 － z2 ) ψF( z1，z2 ) ， ( 8)
波函数 ψ + 在两粒子的坐标重合处波函数连
续，即

ψ + ( z1，z2 ) | z1 = z2－0 +
= ψ + ( z1，z2 ) | z1 = z2+0 +

。( 9)

假设两粒子情形下对称形式的波函数
ψ + ( z1，z2 ) 具有平面波形式

ψ + ( z1，z2 ) = Aeiλ| z1－z2|， ( 10)
其中 A为波函数振幅。将相互作用边界条件作
用到该波函数上，可以得到这两个费米子的相对
动量分别为

λ + = － i + － 1 －
4ξp
lp槡 ) ( 2ξp( )

－1

， ( 11)

λ － = － i － － 1 －
4ξp
lp槡 ) ( 2ξp( )

－1

。 ( 12)

当散射长度 lp ＞ 0且Im λ + ＞ 0 时，将式( 11) 带
入式( 10) 中，可以得到系统的波函数

ψ + ( z1，z2 ) = Ae 1－ 1+
4ξp
lp槡( ) ( 2ξp)

－1| z1－z2|， ( 13)
此时系统处于束缚态。在波函数( 13) 的基础上，
对于 N 个粒子的系统，系统的最低能态可以构
造为［16］

ψF( z1，…，zN) ∝∏
l ＜ j

sgn( zl － zj )∏
l ＜ j

eiλ +| zl－zj|。 ( 14)

在不考虑有效力程的情形 ( 即零程相互作
用) 下，ξ p = 0，根据玻色—费米映射理论，一维费
米气体的相互作用强度( 即散射长度) lp 与一维
玻色气体的相互作用强度 c的关系为［19］

c = － 2
lp
。 ( 15)

可以看出，散射长度 lp ＞ 0 时的一维 p 波相
互作用费米气体与相互作用强度 c ＜ 0 的
Lieb-Liniger模型类似，系统会体现出多个粒子的
聚集行为，并不适合于讨论热力学极限下的情况，
因此在研究中主要考虑散射长度lp ＜ 0 的情况，
即粒子间为吸引的相互作用。在 lp ＜ 0 的情况
下，若两粒子的相对位置 z0→0 +，这时引入 δ函数
的一阶导数 δ '，因其与处在两粒子相互作用范围
内的波函数有关［20］，可以发现在相互作用范围的
边界点处表明了散射过程中两粒子的接触条件，
而依据接触条件，可以严格推导出哈密顿量中粒
子间赝势的表达式。

2 理论推导过程及讨论

在零程相互作用( ξp = 0) 下，低能极限下一

维 p 波相互作用费米气体中两粒子的接触条
件为［19—20］

ψF( 0 + ) = － ψF( 0 － ) = － aF
1DψF'( 0 ±) ，( 16)

其中 aF
1D 为散射长度。
在一维相对坐标下，包含有 N 个粒子的 p 波

相互作用费米气体的哈密顿量可以写为

HF
1D = － h－ 2

2μ
2z + VF

1D， ( 17)

其中，VF
1D为赝势，μ为两粒子的折合质量，相对坐

标 z = zi － zj，i，j = 1，2，…，N。
赝势可定义为
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VF
1D = gF

1Dδ'( z) z， ( 18)
其中 gF

1D 为一维耦合系数。
费米子波函数 ψF( z) 在 z→ 0 + 附近的波函数

可用阶跃函数 Θ( z) 描述，当 z ＞ 0时 Θ( z) 为 1，
当 z ＜ 0时 Θ( z) 为 0。阶跃函数 Θ( z) 具有如下
性质


z
Θ( z)

z = 0

= δ( z) ， ( 19)

∫
+ε

－ε


z
Θ( z) dz = ∫

+ε

－ε
δ( z) dz = 1， ( 20)

因此在 z = 0点处有
zψF( z) =［ψF( 0+ ) － ψF( 0－) ］δ( z) ， ( 21)
2zψF( z) =［ψF( 0+ ) － ψF( 0－) ］δ'( z) 。 ( 22)

将哈密顿量作用到波函数上，可以得到
HF

1DψF( z) | z = 0+
=

［－
h－ 2

μ
ψF( 0 + ) + gF

1DψF'( 0 +) ］δ'( z) ，( 23)

其中 δ'( z) 与相互作用范围之内的波函数有关，
其系数应当为 0，因此可得

ψF( 0 + ) =
gF
1Dμ
h－ 2 ψF'( 0 + ) ， ( 24)

与一维 p 波费米气体的接触条件 ( 16 ) 比较，
可得［20］

gF
1D = － 2aF

1D
h－ 2

m
。 ( 25)

因此，赝势可以写为［19］

VF
1D = －

2h－ 2aF
1D

m

z
δ( z)


z
， ( 26)

即为忽略有效力程这一相互作用参数下得到的赝
势形式。

若忽略一维 p波费米气体相互作用边界条件
的有效力程 ( ξp = 0) ，则边界条件( 7) 可写为

lim
z→0 +
(
1
lp

+ z ) ψF( z) = 0， ( 27)

而接触条件可写为
1
aF
1D

ψF( 0 + ) + ψF'( 0 + ) = 0。 ( 28)

现将一维相互作用边界条件 ( 27 ) 与接触条件
( 28) 比较，可以发现 lp = aF

1D，显然忽略有效力程
的相互作用边界条件与粒子间的接触条件是等
价的。

考虑有效力程的相互作用边界条件( 7) 可以
写为

lim
z→0 +
［1 + lp z( 1 － ξp z) ］ψF( z) = 0，( 29)

根据上式的表达式形式，类比于赝势定义 ( 18) ，
包含两个相互作用参数的赝势形式可定义为

珘VF
1D = g1( 1 － g2 z ) δ'( z) z。 ( 30)

此时的哈密顿量可表示为

珟HF
1D = － h－ 2

2μ
2z + 珘VF

1D， ( 31)

将其作用在波函数上可以得到
珟HF

1DψF( z) | z = 0 +
=

［－
h－ 2

μ
ψF( 0+ ) + g1( 1－ g2 z ) ψF'( 0+) ］δ'( z) ;

( 32)
同理，消去 δ'( z) 项后，可得到

ψF( 0 + ) =
［g1( 1 － g2 z ) μ］

h－ 2 ψF'( 0 + ) ，( 33)

定义一个新的粒子间接触条件
ψF( 0 + ) = － ψF( 0 － ) = － 珘aF

1DψF'( 0 ±) ，( 34)
有

［g1( 1 － g2 z) ］= － 2珘aF
1D

h－ 2

m
。 ( 35)

因此，赝势形式为

珘VF
1D = －

2h－ 2珘aF
1D

m

z
δ( z)


z
。 ( 36)

将包含有效力程 ξp 的相互作用边界条件( 7) 与新
的粒子间接触条件( 34) 比较，可以得出

g1 = － 2 lp
h－ 2

m
， ( 37)

g2 = ξp。 ( 38)
在得到 g1、g2 两个相互作用因子后，可以将包含
有效力程 ξp 这一相互作用参数的新接触条件
写为
ψF( 0+ )= － ψF( 0－ )= － lp( 1－ ξp z ) ψF'( 0 ±) 。( 39)

根据前面推导的结果，可以将两个相互作用
参数下的赝势形式写为

珘VF
1D= －

2h－ 2 lp
m


z
δ( z)


z
+
2h－ 2 lpξp

m
2

2z
δ( z)


z
。

( 40)
综上可知，在忽略有效力程的情况下，新的接触条
件( 39) 与普适的费米子间的接触条件( 16) 相同，
赝势( 40) 与忽略有效力程所得出的赝势( 26) 形
式一致。

新的赝势形式( 40) 与接触条件 ( 39) 给出了
包含散射长度和有效力程两个相互作用参数的模
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型的哈密顿量及粒子间的相互作用关系。在此基
础上可以利用 Bethe Ansatz 得到一维吸引相互作

用下 p波费米气体的精确解，由此可以准确导出
该多体系统的基态、激发态及热力学性质。

3 结论

在一维 p 波吸引相互作用费米气体系统中，
通过进一步分析零程相互作用下有效哈密顿量的
赝势形式得出了相互作用边界条件与粒子间接触
条件的等价性。将相互作用参数有效力程 ξp 引
入模型，得出了包含两种相互作用参数的系统的
哈密顿量赝势，它建立在粒子间相互作用边界条
件的基础上，给出了同时包含散射长度lp 和有效
力程 ξp 的哈密顿量，同时得到了这种情形下新的
粒子间接触条件，它们在零程相互作用下依然
适用。
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Abstract: The contact condition between two particles in one-dimensional Fermi gas with zero-range p-wave in-
teraction was analyzed，and the equivalence of contact condition and interaction boundary condition has been
found．By using the method of introducing δ' function，the pesudopotential and contact condition by considering
both scattering length and effective range were presented．
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A Statistical Measure of the Impact of COVID－19 Outbreak
on Consumer Confidence

XING Linxue，YU Haisheng

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: Public health emergencies affect socio-economic development． In this paper，data analysis was con-
ducted based on data in 31 provincial levels from January to July in 2020 and COVID－19 epidemic real-time
data released by the National Health Commission．By studying the relationship among the five subjects of the
COVID－19 epidemic，such as public，government，medical，media and epidemic，the regression model and
structural equation model were used to empirically analyze the relationship between COVID－19 epidemic and
consumer confidence index，which provides policy suggestions for the response to major public health emergen-
cies．
Keywords: COVID－19 epidemic; consumer confidence; correlation analysis
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