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扩散通过涨落型势垒鞍点的数值模拟研究

马海军，王春阳

( 鲁东大学 物理与光电工程学院，山东 烟台 264039)

摘要:本文利用蒙特卡洛方法对布朗粒子通过扩散翻越涨落型势能鞍点的过程进行了数值模拟研究，通过在
朗之万方程中引入势能涨落函数，并调节涨落函数中的涨落幅度、初始相位、涨落频率等因素，计算了粒子的
稳态鞍点通过几率等物理量。研究发现，相比于过阻尼情况，在一般阻尼情况下粒子的扩散受到初始相位等
势能涨落因素的影响更大，粒子的稳态鞍点通过几率也更高。
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扩散问题是一种常见的问题，在物理学、生物
学、化学和工程学等多个领域中都有相关的研
究［1—4］。一般研究中常常把扩散看作是一种布朗
粒子翻越亚稳态势能鞍点的过程，并且认为势垒
的高度仅与位置有关，不随时间发生变化。但研
究表明在许多情况下这种假设并不合适。例如，
在超重元素合成实验中［5］，人们发现: 在熔合前
的形变过程中，原子核颈部的变化往往非常明显;
在熔合过程中系统的势能除了与位置有关外，还
随着时间不断发生变化［6—7］。因此，在对势能进
行模型化处理时，理论上宜采用一些时间相关的
函数形式。

近年来，基于这种考虑，研究者们提出了多种
不同的势能形式或近似处理方法来改进相关的研
究，其中最常见的处理方式是为势能项引入周期
性的涨落因子［8—12］，以便更有效地控制系统参
量。但是由于涨落因子的引入，相应的数学方程
变得难以进行解析处理。因此，现有的研究一般
多局限于过阻尼情况，对一般阻尼情况下系统演
化发展的真实情况还缺乏细致的认识和了解。为
了能够清楚地揭示在引入涨落因子后粒子在涨落
型势能面上的扩散动力学行为，本文采用蒙特卡
罗方法对粒子的鞍点通过几率进行统计分析，对
一般阻尼情况下的扩散过程进行数值模拟研究。

1 理论模型和数学处理

在一般阻尼情况下，粒子的扩散过程可以使
用广义朗之万方程［13］来进行描述:

m
d2x
dt2

+ β
dx
dt

+ U( x，t)
x

= ξ( t) ， ( 1)

其中: m为粒子的质量; β 为粘滞系数; U( x，t) 为
系统的势能，在扩散有关问题的研究中，一般假定
为亚稳态势，并在势能鞍点附近将其近似表示为
倒谐振子势的二次型形式。ξ( t) 为随机力或系
统内部的噪声，在假定为高斯白噪声的情况下，
其二阶矩满足久保第一涨落耗散定理［14］

〈ξ( t) ξ( t') 〉= 2kBTδ( t － t') /m， ( 2)
这里的 kB 是玻耳兹曼常数，T为系统的温度。

在引入周期性涨落因子后，在势能鞍点附近，
可将势能方程改写为

U( x，t) = － f( t) ·
1
2
mΩ2x2， ( 3)

其中 f( t) = 1 + g cos( ωt + 0 ) ，这里的 g称作涨落
幅度，ω 称作涨落频率，0 称作初始相位。 在接
下来的研究中，为了方便进行蒙特卡罗编程和数
值模拟，引入两个随机数:

ξ1( t) = 2βkBTΔ槡 tω1， ( 4)
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ξ2( t) = 2βkBTΔ槡 tΔt(
1
2 ω1 + 1

槡2 3
ω2 ) 。 ( 5)

并根据龙格库塔算法的有关思想，对广义朗之万

方程进行差分处理，令 f( x) = 
U( x，t)
x

，将粒子的

运动学方程改写成如下形式［15］

x( t + Δt) = x( t) + v( t) Δt －
β
2m

v( x( t) ) Δt2 +

1
2m

f( x( t) ) Δt2 + 1
m ξ1( t) ， ( 6)

v( t + Δt) = v( t) － β
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2 数值模拟与结果分析

在接下来的研究中，预先对系统参量进行了
无量纲处理，即假设粒子的质量 m = 1. 0，kB =
1. 0，并参照过阻尼情况的已有研究，将系统温度
设为 T = 4. 0。

在模拟计算时，首先将粒子的初始位置设为
x0 = － 2. 0，在时间步长为 0. 001 的情况下，选取
了 20万个粒子数的系统进行计算，得到了粒子的
稳态鞍点通过几率随各种涨落因素的变化关系，
并将所得结果与过阻尼情况进行了对比分析，变
化情况详见图 1。

( a) 一般阻尼情况 ( b) 过阻尼情况

图 1 不同涨落幅度下稳态鞍点通过概率随初始相位的变化情况( T= 4．0，kB = 1．0，Ω= 1．0，x0 = －2．0，ω= 0．3)

Fig．1 Variation of the steady-state barrier pass probability with the initial phase under different fluctuation amplitudes
( T= 4．0，kB = 1．0，Ω= 1．0，x0 = －2．0，ω= 0．3)

从图 1可以看出，在不同涨落幅度下，稳态鞍
点通过几率随着初始相位的变化呈现出周期性的
变化趋势，出现了 3个非常明显的初始相位区域:
在 0≤0≤1( 10. 45π) 区域内和2≤0≤
2π( 2  1．48π) 区域内稳态通过几率相对于无
涨落的情况会受到明显的抑制; 而在 1 ≤ 0 ≤
2 区域内，稳态通过几率相对于无涨落的情况会
有明显的增强。这说明初始相位对粒子扩散过程
有很大的影响，在未来研究中可以通过调节初始
相位来抑制或增强粒子的扩散。

从图 1还可以看出，一般阻尼情况下的稳态

鞍点通过几率明显高于过阻尼情况，原因在于:在
一般阻尼系统中，由于粒子所受到的阻尼相对较
弱，粒子更容易翻越势能鞍点，从而形成更大的稳
态鞍点通过几率。

为了更好地反映一般阻尼系统中热扩散过程
的动力学特征，对不同涨落频率下稳态鞍点通过
几率随初始相位的变化情况进行了研究，所得结
果如图 2所示。可以看出，与过阻尼情况不同，一
般阻尼系统中，稳态鞍点通过几率随初始相位的
变化呈现出两个不同的区域: 在 0 ≤ 0 ≤ d 区
域内，涨落频率越高稳态通过几率的数值就越高，



第 2期 马海军，等:扩散通过涨落型势垒鞍点的数值模拟研究 123

说明外界涨落有利于扩散过程; 而在 d ≤ 0 ≤
2π区域内，涨落频率越高稳态通过几率的数值越
低，反映出扩散过程受到外界势能涨落的抑制。
分界点 d 的具体取值因涨落频率的不同而不同，
在本研究中大多位于 0. 78π ～ 0. 91π 之间。另

外，虽然在一般阻尼情况下，随着涨落频率ω的增
大，稳态鞍点通过几率的数值与无涨落时相比仅
呈现出了较小幅度的变化，但整体都明显地高于
过阻尼情况，再次说明阻尼强度降低更有利于粒
子的扩散。

( a) 一般阻尼情况 ( b) 过阻尼情况

图 2 不同涨落频率下稳态鞍点通过几率随初始相位的变化情况( g=Ω= 1．0)
Fig．2 Variation of the steady-state barrier pass probability with the initial phase at different fluctuation frequencies( g=Ω=1．0)

图 3描述了在初始相位为零时，不同涨落幅
度的情况下稳态鞍点通过几率随涨落频率的变化
情况。可以看出: 与过阻尼情况类似，涨落频率越
低，势能涨落对粒子扩散过程的影响越大;当涨落
频率 ω很大时，稳态通过几率的数值逐渐趋向于
无涨落的情况，只是在一般阻尼情况下，这种趋近
速度明显变慢。这说明在一般阻尼情况下，势能
涨落对粒子扩散过程的影响与过阻尼情况相比更

深远，产生了影响则很难从根本上进行消除。
图 4给出在不同涨落频率的情况下稳态鞍点

通过几率随涨落幅度的变化关系。可以看出，与
过阻尼情况不同，稳态鞍点通过几率随着涨落幅
度的增大呈现出几乎完全一样的下降趋势，说明
在一般阻尼情况下涨落频率对粒子扩散过程造成
的影响相对来说要明显地弱于涨落幅度造成的
影响。

( a) 一般阻尼情况 ( b) 过阻尼情况

图 3 不同涨落幅度的情况下，稳态鞍点通过几率随涨落频率的变化情况( 0 = 0)

Fig．3 Variation of the steady-state barrier pass probability with the fluctuation frequency at different fluctuation amplitudes( 0 =0)



124 鲁东大学学报( 自然科学版) 第 37卷

( a) 一般阻尼情况 ( b) 过阻尼情况

图 4 不同涨落频率下稳态鞍点通过几率随涨落幅度的变化情况
Fig．4 Variation of the steady-state barrier pass probability with fluctuation

3 结语

本文利用数值模拟的方法对一般阻尼情况下
粒子在涨落势能面上的扩散过程进行了细致研
究。在势能存在涨落的情况下，粒子的扩散过程
会受到明显的影响。在各种影响因素中，涨落函
数的初始相位的变化产生的影响最大，涨落幅度
次之，而涨落频率的变化对粒子扩散过程的影响
最小。因此，在相关的实验研究中，需要特别注意
初始相位的选择和涨落幅度的设定。这一研究结
论为实验条件初始化提供了重要的参考依据。
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The Diffusion of Brownian Particles
on the Three-dimensional Over-damped System

XIAO Lidong，WANG Chunyang

( School of Physics and Optoelectronic Engineering，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The diffusion of Brownian particles passing over the saddle point of a three-dimensional potential en-
ergy surface was studied through analytically solving the generalized Langevin equation in the over-damped
case．In order to analysis the influence of the coupling between different degree of freedom on the diffusion，the
variation of the stationary passing probability as the change of each non-diagonal elements of the tensors was
investigated thoroughly．The results show that the diffusion of the particles was obviously affected by various
kinds of couplings，and under the combination of these influences，there exists an optimal diffusion path for the
particles to obtain a maximum probability to overpass the barrier．
Keywords: over-damped system; non-diagonal elements; barrier passing probability; diffusion problem
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Numerical Study on Diffusing Passing over
the Saddle Point of a Fluctuation Barrier

MA Haijun，WANG Chunyang

( School of Physics and Optoelectronic Engineering，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The diffusion of Brownian particles passing over the saddle point of a fluctuation barrier was studied
by using the method of Mento Carlo simulation．The steady-state barrier passing probability was calculated via
introducing into the Langevin equation a fluctuation function and modulating on the factors of amplitude，initial
phase and fluctuation frequency．All the results were compared with the over damped case．It is shown that com-
pared with the overdamped case the particle diffusion in the general damped case is more affected by the fluc-
tuation of potential energy such as the initial phase and the steady-state saddle point passing probability of the
particle is also higher．
Keywords: fluctuation; general damping; Langevin equation
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