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一类具有非线性传染率 SEIS 模型的定性分析

徐雪璇，赵建东

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要: 考虑出生率和死亡率不同，建立具有非线性传染率的 SEIS 传染病模型，讨论此模型正平衡点的存在性

和模型无病平衡点的局部稳定性。根据 Ｒouth－Hurwitz 判据得到正平衡点局部稳定的充要条件，并利用

Lyapunov函数给出无病平衡点和正平衡点全局渐近稳定的充分条件。最后，用数值模拟说明主要结果的正

确性。
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在传染病模型中，传染率是指在一定单位时间内，一组人群中新出现的病例数。在标准的传染病模

型［1—3］中传染率是关于染病类 I 和易感类 S 的双线性函数 βSI。以后的研究发现这种传染率存在缺陷，

因此，许多学者引入了更加符合实际的非线性传染率［4—6］。文献［7］讨论了传染率为 λIpSq / ( 1 + vIp－1 )
和 λH( I，S) I 的 SIＲS 和 SEIＲS 模型，文献［8］讨论了传染率为 λIpSq 的 SEIＲS 模型。近年来，具有非线

性传染率的传染病模型，包括自治模型［9—12］和非自治模型［13—15］，受到广泛关注。
基于文献［8］中的模型，考虑出生率和死亡率不同，本文提出以下 SEIS 模型:

S' = Λ － λIpSq － μS + γI，
E' = λIpSq － ( ε + μ) E，

I' = εE － ( γ + μ) I，{ ( 1)

其中，S，E，I 分别表示种群中易感、潜伏、感染的部分，λIpSq 为传染率，ε 为潜伏者的感染率，γ 为感染者

恢复并获得暂时性免疫的速率，Λ 和 μ 分别为出生率和死亡率。以上参数均为正数。
本文研究模型( 1) 的平衡点及其稳定性。主要讨论无病平衡点的局部稳定性，给出正平衡点的存

在性及局部稳定的充要条件; 进一步，利用 Lyapunov 函数讨论无病平衡点和正平衡点的全局稳定性。

1 平衡点的存在性

令 S + E + I = N，将模型( 1) 中三个方程相加得

N' = Λ － μN， ( 2)

解得: N = Λ /μ － ( Λ /μ － N0 ) e
－μt，其中 N0 为初始条件。显然 N = Λ /μ是式( 2) 的一个解，且有 lim

t→+!
( N －

Λ /μ) = 0。因此，N = Λ /μ 是方程( 2) 的一个全局渐近稳定的平衡点。由上述分析得到以下结论:

引理 1 集合

Ω = ( S，E，I) ∈ Ｒ4
+ S + E + I = Λ /μ{ }

是模型( 1) 的正不变集，且对模型( 1) 的所有解是全局吸引的。
因此，本文在集合 Ω 上讨论模型( 1) ，该模型总有无病平衡点( Λ /μ，0，0) 。下面讨论模型( 1) 正平

衡点的存在性，即方程组
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Λ － λIpSq － μS + γI = 0，

λIpSq － ( ε + μ) E = 0，

εE － ( γ + μ) I = 0{
正解的存在性。由第三个方程得到

E = γ + μ
ε

I， ( 3)

要得到正解，E和 I均为正数。任意平衡点必满足λIp( Λ /μ － E － I) q = ( ε + μ ) E，将式( 3) 代入方程组，

得

Ip－1( Λ /μ － I /H) q = 1 /σ， ( 4)

其中，H = ε / ( γ + ε + μ) ，σ = λε /［( γ + μ) ( ε + μ) ］。因此，式( 4) 的每一个小于ΛH /μ的正根 I 都对应

模型( 1) 的一个正平衡点; 一旦 I 确定，式( 3) 就给出了 E，从而 S = Λ /μ － I /H ＞ 0。
考虑式( 4) 的解。令 Ip－1( Λ /μ － I /H) q = f( I) ，对 f( I) 求导得

f '( I) = Ip－2( Λ /μ － I /H) q－1［( p － 1) ( Λ /μ － I /H) － qI /H］。
下面对 p 分三种情况讨论:

1) 0 ＜ p ＜ 1。f '( I) ＜ 0，f( I) 严格单调递减。当 I = ΛH /μ时，f( I) = 0; 当 I→ 0 时，f( I) →+ !。
因此，无论 σ 取何值，曲线 f( I) 与直线 1 /σ 仅有 1 个交点( 见图 1( a) ) ，此时模型( 1) 有唯一的正平

衡点。
2) p = 1。f '( I) ＜ 0，f( I) 严格单调递减。当 I = ΛH /μ时，f( I) = 0; I = 0 时，f( I) = ( Λ /μ) q。曲线

如图1( b) 所示，可以看到: 当σ ＜ ( Λ /μ) －q 时，曲线 f( I) 与直线1 /σ没有交点，模型( 1) 无正平衡点; 当

σ = ( Λ /μ) －q 时，曲线 f( I) 与直线 1 /σ 有 1 个交点，但此时 I = 0，因此模型( 1) 无正平衡点; 当 σ ＞
( Λ /μ) －q 时，曲线 f( I) 与直线 1 /σ有 1 个交点，模型( 1) 有唯一的正平衡点。注意，当 σ→ ( Λ /μ) －q + 0
时，正平衡点趋近于无病平衡点。

3) p ＞ 1。令 f '( I) = 0，得到 f( I) 的极值点 Im = ΛH( p － 1) /μ( p + q － 1) 。当 I ＜ Im 时，f '( I) ＞
0; 当 I ＞ Im 时，f '( I) ＜ 0。因此，Im 为极大值点，极大值为 f( Im ) = 1 /σ* ，其中σ* = ( Λ /μ) － ( p+q－1) ( p + q
－ 1) p+q－1 /［( p － 1) p－1qqHp－1］，且当 I = ΛH /μ 或 I = 0 时，f( I) = 0。由图 1( c) 可以得到: 当 σ ＜ σ* 时，

曲线 f( I) 与直线 1 /σ 没有交点，模型( 1) 无正平衡点; 当 σ = σ* 时，曲线 f( I) 与直线 1 /σ 有 1 个交点，

模型( 1) 有1个正平衡点; 当σ ＞ σ* 时，曲线 f( I) 与直线1 /σ有2个交点，即 f( I) = 1 /σ有两个解，不妨

设为 I1 和 I2，且 I1 ＜ I2，此时模型( 1) 有2个正平衡点，I1 对应的平衡点称为小正平衡点，I2 对应的平衡点

称为大正平衡点。注意: 当 σ→ σ* + 0 时，2 个正平衡点相互靠近合并为 1 个正平衡点; 当 σ ＞ σ* 且 p
→ 1 + 0 时，小正平衡点趋近于无病平衡点。

图 1 正平衡点的个数

Fig．1 The numbers of positive equilibria
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由以上分析可得平衡点存在的条件:

定理 1 模型( 1) 总有无病平衡点 ( Λ /μ，0，0) 。( i) 当 0 ＜ p ＜ 1 时，模型( 1) 有唯一的正平衡点;

( ii) 当 p = 1，σ ＞ μ /Λ时，模型( 1) 有唯一的正平衡点; ( iii) 对于 p ＞ 1，当σ =σ* 时，模型( 1) 有1个正

平衡点; 当 σ ＞ σ* 时，模型( 1) 有 2 个正平衡点。

2 平衡点的稳定性

本节分别讨论无病平衡点和正平衡点的稳定性。

2．1 无病平衡点的稳定性

由 S + E + I = Λ /μ，模型( 1) 可简化为二维模型

E' = λIp( Λ /μ － E － I) q － ( ε + μ) E，

I' = εE － ( γ + μ) I，{ ( 5)

其平衡点( 0，0) 对应模型( 1) 的无病平衡点。
当 p ＞ 1 时，模型( 5) 在平衡点( 0，0) 处的 Jacobian 矩阵为

J =
－ ( ε + μ) 0

0 － ( γ + μ)[ ] ，

其特征值为 λ 1 = － ( ε + μ ) ，λ 2 = － ( γ + μ ) 。由于平衡点( 0，0) 是局部稳定的，从而模型( 1) 的无病平

衡点是局部稳定的。
当 p = 1 时，模型( 5) 在平衡点( 0，0) 处的 Jacobian 矩阵为

J =
－ ( ε + μ) λ( Λ /μ) q

ε － ( γ + μ)[ ] ，

其特征值为 λ 1，2 =
－ ( ε + γ + 2μ ) ±槡Δ

2
，其中

Δ = ( ε + γ + 2μ) 2 － 4? ( ε + μ) ( γ + μ) － λε( Λ /μ) q」。
当 ( ε + μ ) ( γ + μ ) ＞ λε( Λ /μ ) q 时，即 σ ＜ ( Λ /μ ) －q，所有特征值均有负实部，平衡点( 0，0) 是局部稳

定的，即模型( 1) 的无病平衡点是局部稳定的; 当 σ = ( Λ /μ ) －q 时，有一个零特征值和一个负特征值，模

型( 5) 存在一个稳定的中心流形，即模型( 1) 存在一个稳定的中心流形; 当 σ ＞ ( Λ /μ ) －q 时，有一个正

特征值和一个负特征值，平衡点( 0，0) 是不稳定的，即模型( 1) 的无病平衡点是不稳定的。
由以上分析可得模型( 1) 的无病平衡点的局部稳定性如下:

定理 2 ( i) 对于 p ＞ 1，模型( 1) 的无病平衡点是局部稳定的。( ii) 对于 p = 1，当 σ ＜ ( Λ /μ ) －q

时，模型( 1) 的无病平衡点是局部稳定的; 当 σ = ( Λ /μ ) －q 时，模型( 1) 存在一个稳定的中心流形; 当 σ
＞ ( Λ /μ ) －q 时，模型( 1) 的无病平衡点是不稳定的。

按照定理2，当 p = 1时，Ｒ0 =σ ( Λ /μ ) －q 为基本再生数，它等于在感染期间与感染者充分接触的平均

人数。进一步可以看出: 如果 Ｒ0 ＜ 1，每个感染者至多感染一个新的感染者，疾病消亡; 如果 Ｒ0 ＞ 1，每

个感染者有足够的接触数来保持疾病的流行。
下面讨论模型( 1) 的无病平衡点的全局稳定性。对于模型( 5) ，考虑 Lyapunov 函数

L = E + ε + μ
ε

I，

求导得

L' =
( ε + μ) ( γ + μ)

ε
I σIp－1(

Λ
μ

－ E － I － Ｒ) q － 1[ ] 。 ( 6)

当 p = 1，σ≤ ( Λ /μ ) －q 时，L'≤ 0。等号成立的两种情况分别为: ( a) σ = ( Λ /μ ) －q 且 E = I = 0; ( b)

I = 0。若 I = 0 且 E≠ 0，则 I' = εE，从集合( E，I) 出发的解不再返回，一旦 I≠ 0，则 L' ＜ 0; 若 I = E = 0，
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则 I' = E' = 0。因此，L' = 0 的最大正不变集为( E，I) = ( 0，0) 。根据 Lyapunov － LaSalle 定理，平衡点( 0，

0) 是全局渐近稳定的，即 ( E，I) E≥ 0，I≥ 0，E + I≤ Λ /μ{ } 内的所有解趋向于原点。
当 p ＞ 1时，令 f1( I) = σIp－1 ( Λ /μ － I) q。当 I = Λ( p － 1) /μ ( p + q － 1) 时，f1( I) 有最大值 1 /σ 1，其

中 σ 1 = ( Λ /μ ) － ( p+q－1) ( p + q － 1) p+q－1 /［( p － 1) p－1qq］。当σ ＜ σ 1 时，σIp－1( Λ /μ － E － I) q≤σIp－1( Λ /μ
－ I) q ≤ σ /σ 1 ＜ 1，由式( 6) 知 L'≤ 0，当且仅当 I = 0 时等号成立。若 I = 0 且 E≠ 0，则 I' = εE，从集合

( E，I) 出发的解不再返回，一旦 I≠0，则 L' ＜ 0; 若 I = E = 0，则 I' = E' = 0。因此，L' = 0的最大正不变集

为( E，I) = ( 0，0) ，根据 Lyapunov － LaSalle 定理，平衡点( 0，0) 是全局渐近稳定的。
当 0 ＜ p ＜ 1时，( Λ /μ － E － I) q ＞ 0在原点附近是有界的，存在充分小的 I，使得 L' ＞ 0。因此，当 0

＜ p ＜ 1 时，模型( 5) 的所有解都远离原点。
由以上分析可得模型( 1) 的无病平衡点的全局稳定性如下:

定理 3 ( i) 当 p = 1，σ≤ ( Λ /μ ) －q 时，模型( 1) 的无病平衡点是全局渐近稳定的; ( ii) 当 p ＞ 1，σ
＜ σ 1 时，模型( 1) 的无病平衡点是全局渐近稳定的; ( iii) 当 0 ＜ p ＜ 1 时，模型( 1) 的无病平衡点是不

稳定的。

2．2 正平衡点的稳定性

模型( 5) 的正平衡点( E* ，I* ) 对应模型( 1) 的正平衡点( S* ，E* ，I* ) 。则模型( 5) 在正平衡点

( E* ，I* ) 处的 Jacobian 矩阵为

J =
－ ( bHy + ε + μ) bp － bHy

ε － ( γ + μ)[ ] ，

其中

y = qI*

ΛH /μ － I*
= qμI*

ΛH － μI*
，b = λ

σ
= ( ε + μ) ( γ + μ)

ε
。

则特征多项式为 T( x) = x2 + a1x + a0，其中

a1 = bHy + ε + γ + 2μ，a0 = ( ε + μ) ( γ + μ) ( y + 1 － p) 。
根据 Ｒouth －Hurwitz 判据，正平衡点稳定的充要条件为 a0 ＞ 0，a1 ＞ 0。

当 0 ＜ p≤ 1 时，a0 ＞ 0，a1 ＞ 0 成立。由定理 1 知，当 0 ＜ p ＜ 1，或 p = 1 且 σ ＞ ( Λ /μ ) －q 时，模型

( 1) 有唯一的正平衡点，且正平衡点是局部稳定的。
当 p ＞ 1时，若σ ＜ σ * ，则正平衡点不存在; 若σ =σ * ，则 I* = Im，从而 y = p － 1，a0 = 0，唯一的正平

衡点是不稳定的; 若 σ ＞ σ * ，模型( 1) 有 2 个正平衡点，对于 I* ∈［0，HΛ /μ ) ，y 是 I* 的增函数，而 I*1 ，

I*2 ，Im∈［0，HΛ /μ ) ，因此，在 I*1 对应的小正平衡点处，y ＜ p － 1，a0 ＜ 0，在 I*2 对应的大正平衡点处，y ＞
p － 1，a0 ＞ 0，a1 ＞ 0，从而，小正平衡点总是不稳定的，大正平衡点是局部稳定的。

由以上分析，得到以下结论:

定理 4 ( i) 当模型( 1) 有唯一的正平衡点时，其局部稳定的充要条件为 a0 ＞ 0，a1 ＞ 0; ( ii) 当模

型( 1) 有 2 个正平衡点时，小正平衡点是不稳定的、大正平衡点是局部稳定的充要条件为 a0 ＞ 0，a1

＞ 0。
下面讨论模型( 1) 的正平衡点的全局稳定性。考虑 Lyapunov 函数

L = 1
2

( S － S* ) 2 + ( E － E* ) 2 + ( I － I* ) 2[ ] ，

求导得

L' = ( S － S* ) S' + ( E － E* ) E' + ( I － I* ) I' =
( S － S* ) － λSq( I － I* ) f( I) － λI* p( S － S* ) g( S) － μ( S － S* ) + γ( I － I* )[ ] +

( E － E* ) λSq( I － I* ) f( I) + λI* p( S － S* ) g( S) － ( ε + μ) ( E － E* )[ ] +
( I － I* ) ε( E － E* ) － ( γ + μ) ( I － I* )[ ] =
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－( S － S* ) 2 λI* pg( S) + μ[ ] － ( S － S* ) ( E － E* ) λI* pg( S)[ ] － ( S － S* ) ( I － I* ) λSqf( I) － γ[ ] －
( ε + μ) ( E － E* ) 2 － ( E － E* ) ( I － I* ) － λSqf( I) － ε[ ] － ( γ + μ) ( I － I* ) 2， ( 7)

其中

Ip － I* p = ( I － I* ) f( I) ，Sq － S* q = ( S － S* ) g( S) 。
显然，f( I) ＞ 0，g( S) ＞ 0。

令 X = ( S － S* ，E － E* ，I － I* ) ，方程( 7) 可化为 L' = － XAXΤ，其中

A =

λI* pg( S) + μ － 1
2 λ

I* pg( S)
1
2

［λSqf( I) － γ］

－ 1
2 λ

I* pg( S) ε + μ － 1
2

［λSqf( I) + ε］

1
2

［λSqf( I) － γ］ － 1
2

［λSqf( I) + ε］ γ + μ



















。

当满足下面三个条件: ( i) λI* pg( S) + μ ＞ 0; ( ii) 4［λI* pg( S) + μ］( ε + μ ) ＞ ［λI* pg( S) ］2 ;

( iii) A ＞ 0，可以推得 A 是正定的，从而有 L' ＜ 0，模型( 1) 的正平衡点是全局渐近稳定的。显然，条

件( i) 恒成立。由以上分析，得到以下结论:

定理5 如果4［λI* pg( S) + μ］( ε + μ ) ＞ ［λI* pg( S) ］2，且 A ＞ 0，那么模型( 1) 的正平衡点是全

局渐近稳定的。

3 数值模拟

在模型( 5) 中，取 p = 1，q = 1，ε = 1，γ = 0．133，μ = 0．000 04，Λ = 0．000 05，λ = 0．1。通过计算得到

σΛ /μ = 0. 94 ＜ 1，满足定理 3 的条件( ii) ，如图 2( a) 所示，模型( 5) 的无病平衡点( 0，0) 是全局渐近稳

定的。保持其他参数值不变，取 γ = 0. 08，通过计算得到σΛ /μ = 1. 56 ＞ 1，满足定理 1和定理 5的条件，

如图 2( b) 所示，模型( 5) 唯一的正平衡点( 0．03，0．42) 是全局渐近稳定的。

( a) 无病平衡点 ( b) 正平衡点

图 2 p= 1 时模型( 5) 的轨线
Fig．2 The trajectories of model ( 5) with p= 1

在模型( 5) 中，取 p = 2，q = 1，ε = 1，γ = 0．133，μ = 0．000 04，Λ = 0．000 05，λ = 0．1，通过计算得到σ =
0．75 ＜ σ* = 2．90，满足定理 3 的条件( ii) ，如图 3( a) 所示，模型( 5) 的无病平衡点( 0，0) 是全局渐近稳

定。保持其他参数值不变，取λ = 1，γ = 0．2，通过计算得到σ = 2. 93 ＞ σ* = 2. 90，满足定理1和定理5的

条件，模型( 5) 有大正平衡点( 0．17，0．84) 和小正平衡点( 0．04，0．20) ( 图3( b) ) ，由图3( b) 得，大正平衡

点( 0．17，0．84) 是全局渐近稳定的。
在模型( 5) 中，取 p = 0．6，q = 1，ε = 1，γ = 0．5，μ = 0．000 04，Λ = 0．000 05，λ = 1，满足定理 1 和定理
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4 的条件，如图 4 所示，模型( 5) 唯一的正平衡点( 0．28，0．57) 是全局渐近稳定的。

( a) 无病平衡点 ( b) 正平衡点

图 3 p＞1 时模型( 5) 的轨线
Fig．3 The trajectories of model ( 5) with p＞1

图 4 0＜p＜1 时模型( 5) 的轨线
Fig．4 The trajectories of model( 5) with 0＜p＜1

4 结论

考虑出生率和死亡率不同，本文建立了一类具有非线性传染率 λIpSq 的 SEIS 传染病模型，讨论无病

平衡点的稳定性，得到了正平衡点存在和稳定的条件。从本文的主要结论可以得到传染病流行和消亡

的阈值，即: 对于 p = 1，Ｒ0 = σ ( Λ /μ) －q 为基本再生数，当 Ｒ0 ＜ 1，疾病消亡，当 Ｒ0 ＞ 1，传染病流行成为

地方病; 对于 p ＞ 1，阈值是 σ /σ* ，当 σ /σ* ＜ 1，传染病消亡，当 σ /σ* ＞ 1，传染病流行成为地方病。
当 p = 1，q = 1时，传染率即为λIS，文献［16］研究了传染率为λIS 的 SEIS 传染病模型无病平衡点和

地方病平衡点的全局稳定性，这些结果是本文定理 3 和定理 5 的特例。
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Qualitative Analysis of an SEIS Model with Nonlinear Incidence Ｒates

XU Xuexuan，ZHAO Jiandong

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: Considering the difference of the birth rate and death rate，an SIES model with incidencerates was
proposed．At first，the existence of the positive equilibria was discussed，then the local stability of the disease－
free equilibrium was analyzed，and the sufficient and necessary conditions for the local stability of the positive
equilibria were obtained by Ｒouth－Hurwitz criterion．Furthermore，the sufficient conditions for the globally as-
ymptotic stability of the disease－free equilibrium and the positive equilibria were given by using Lyapunov
function．Finally，the main results were illustrated by some simulations．
Keywords: SEIS model; nonlinear incidence rates; equilibrium; stability
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