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高阶离散时间多智能体系统
基于输出一致性的模型预测控制

宋广昊，刘晓华，高 荣

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要: 本文研究一类高阶线性离散多智能体系统的输出一致性问题。由于每个智能体的输出是部分状态或

状态的线性组合，所以多智能体系统只需要部分状态或状态的线性组合趋于一致就可以实现输出一致。对

于具有固定拓扑结构的高阶线性离散多智能体系统，本文通过引入部分稳定理论进行输出一致性分析，利用

模型预测控制( MPC) 策略和线性矩阵不等式( LMI) 理论设计输出一致性协议，使得系统的输出趋于一致。最

后，通过仿真算例验证算法的有效性。
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一 致 性 问 题 是 多 智 能 体 系 统 的 基 本 问

题［1—3］，其中一个典 型 例 子 是 互 联 网 的 拥 塞 控

制［1］。由于相同的存储速度可以减少数据包丢

失和数据传输延迟，因此需要根据相邻路由器的

信息设计相应路由器的协同策略，使每个路由器

的存储速度达到一致。文献［4］首次提出一阶多

智能体系统的一致性问题; 文献［5］使用代数图

论对 Vicsek 模型进行理论性分析; 文献［6］指出

多智能体系统一致性的影响因素; 文献［7—8］分

别使用状态信息和输出信息设计一致性协议，使

系统达到状态一致，并表明智能体的动态结构和

通信拓扑对一致性有很大影响。模型预测控制

( model predictive control，MPC) 由于具有模型要

求低、能够处理多约束等优点被用于解决多智能

系统的一致性问题。虽然基于模型预测控制一致

性问题的研究已经取得许多成果，但已有成果主

要适用于处理状态一致问题，文献［9—10］提出

运用 MPC 方法解决状态一致问题，并分别给出多

智能体系统在不同拓扑结构下的一致性条件。文

献［9］旨在解决采样数据设置下的平均一致性问

题，文献［10］旨在设计一致性协议，使各个智能

体的状态变量趋近于相同的值。针对离散非线性

多智能系统的一致性问题，文献［11—12］给出分

布式模型预测 控 制 ( DMPC ) 的 求 解 方 法; 文 献

［13］基于 DMPC 方法进一步考虑具有通信延迟

的连续时间非线性多智能体系统的一致性问题。
然而，在许多实际的多智能体系统中，有时需

要达到输出一致性的控制目标。文献［14］通过

将输出一致性问题转化为 ISS 稳定性问题，分析

一类具有切换网络拓扑和网络时滞的一阶多智能

体系统; 文献［15］通过将输出一致问题转化为

H∞ 问题，解决一类具有特殊结构的高阶多智能体

系统的输出一致问题; 文献［16—18］利用输出空

间分解方法将输出一致性问题转化为多个子系统

的部分稳定性问题，提出使得高阶多智能体系统

达到输出一致性的充要条件。值得注意的是，每

个智能体的输出都是部分状态或状态的线性组

合，这说明输出一致比状态一致更为复杂; 另一方

面，上述文献没有考虑控制协议的最优性问题，而

最优的控制协议能够带来许多期望的特性，如相

位和增益裕度。综上所述，基于 MPC 方法的多智

能体系统输出一致性问题仍然是一个有待解决的

问题。
本文讨论基于 MPC 策略的一般高阶离散时

间多智能体系统输出一致性控制问题，提出基于

MPC 策略的一致性协议设计方法。该方法通过
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构造带有末端的代价函数求解有限时域最优控制

问题，进而得到最优增益矩阵。

1 问题描述

有向图 G 由节点集 V( G) = { v1，v2，…，vM} 和

边集 ε( G)  { ( vi，vj ) : vi，vj ∈ V( G) } 组成，其邻

接矩阵定义为珟A =［aij］∈ ＲM×M，其中 aij ≥ 0，aij

＞ 0 当且仅当( vi，vj ) ∈ ε( G) 。节点 vi 的邻居集

定义为 Mi = { vj∈ V( G) : ( vj，vi ) ∈ ε( G) }。有向

图 G 的拉普拉斯矩阵定义为 L =珟D －珟A，其中节点

矩阵珟D = diag{珘d1，珘d2，…，珘dN} ，珘di =∑
M

j = 1
aij( i = 1，2，

…，N) 。
考虑具有 M 个同构智能体的离散时间多智

能体系统:

xi( k + 1) = Axi( k) + Bui( k) ，

yi( k) = Cxi( k) ，{ ( 1)

其中: A∈ Ｒn×n，B∈ Ｒn×m，C∈ Ｒp×n ; xi( k) ∈ Ｒn

是智能体的状态，yi( k) ∈ Ｒp 是智能体的输出，

ui( k) ∈ Ｒm 是根据智能体 i 的信息设计的一致性

协议，i = 1，2，…，M。
考虑下面的一致性协议:

ui( k) = K∑
j∈Mi

aij( y j( k) － yi( k) ) ， ( 2)

其中，矩阵 K 将由 MPC 策略设计。
令 x( k) = ［xT

1( k) ，xT
2( k) ，…，xT

M( k) ］T 和

y( k) = ［yT1( k) ，yT2( k) ，…，yTM( k) ］T，则多智能体

系统的动力学方程描述为

x( k +1) = ( IM  A － L BKC) x( k) ，

y( k) = ( IM  C) x( k) 。{ ( 3)

定义 1［16］ 对于给定的矩阵 K，如果存在一

个输出一致函数 c( k) ，使得

lim
k→!

( y( k) － 1 c( k) ) = 0， ( 4)

那么称系统( 3) 达到输出一致。
假设 1 有向图 G 包含一个生成树。
本文主要研究系统( 3) 的输出一致性问题，

即设计矩阵 K 使得系统( 3) 达到输出一致。

2 一致控制器设计

本节目的是设计一致性协议( 2) 中的增益矩

阵 K，使多智能体系统能够达到输出一致。

引理 1［16］ 系统( 3) 获得输出一致当且仅当
珚A － λ i珚BK珚C( i = 2，3，…，M) 是 Schur 的，其中珚A =

Â11 Ê0

F̂0 D̂0









，珚B =
B̂1

F̂K









，珚C = Ip，0[ ] 。

根据引理 1，考虑系统:

σi( k + 1) = Λ珚Aσi( k) + Λ珚Bûi( k) ，

珚σi( k) = ΥλiΛ珚Cσi( k) ，{ ( 5)

其中 i = 2，3，…，M。
根据实虚部的分解和引理 1 可知，一致性协

议( 2) 使得系统( 3) 达到输出一致当且仅当( Λ珚A，

Λ珚B，Υλ iΛ珚C ) ( i = 2，3，…，M) 可以通过静态输出反

馈控制器 ΛK 同时镇定。易验证( 珚A，珚B) 是可镇定

的，且( Υλ iΛ珚C，Λ珚A ) 是可观测的。下面使用 MPC
策略确定增益矩阵 ΛK。

性能指标函数为

Ji( σi( k) ) =

∑
N－1

n = 0
( ‖σi( k + n) ‖2

Qi
+ ‖ûi( k + n) ‖2

Ｒi
) +

‖σi( k + N) ‖2
Φi

， ( 6)

其中 Qi≥0，Ｒi＞0 和 Φi≥0。
在系统( 5) 的约束下，最小化性能指标( 6) 的

最优控制器为

û*
i ( k + n) =

－ ΛK* ( n)
珚σi( k + n) ，n = 0，1，…，N － 1。 ( 7)

性 能 指 标 ( 6 ) 可 以 写 为 J*i ( σi( k) ) =

σH
i ( k) P*

i ( 0) σi( k) ，其中正定矩阵P*
i (·) 满足下

面的线性矩阵等式:

Qi + Π
H
i ＲiΛK* ( n) Πi +

( Λ珚A － Λ珚BΠi )
HP*

i ( n + 1) ( Λ珚A － Λ珚BΠi ) =
P*

i ( n) ， ( 8)

其中: n = 0，1，…，N － 1，Πi = ΛK* ( n) Υλ iΛ珚C，以及

终端值为 Φi = P*
i ( N) ; 在 k 时刻的预测控制为

ûi( k) = － ΛK* ( 0)
珚σi( k) 。

定理 1 如果对于任意的矩阵 F，Φi 满足下

面不等式:

Φi ≥ Qi + Γ
H
i ＲiΓi +

( Λ珚A － Λ珚BΓi )
HΦi( Λ珚A － Λ珚BΓi ) ， ( 9)

其中 Γi = ΛFΥλ iΛ珚C，则具有 MPC 的系统( 5) 在 1
≤ N ＜ !时渐近稳定。

证明 从性能指标( 6) 中可以得到

J*i ( σi( k + 1) ) － J*i ( σi( k) ) =
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∑
N－1

n = 0
( ‖σ1

i ( k + n) ‖2
Qi

+ ‖û1
i ( k + n) ‖2

Ｒi
) +

‖σ1
i ( k + N) ‖2

Φi
－

∑
N－1

n = 0
( ‖σ2

i ( k + n) ‖2
Qi

+ ‖û2
i ( k + n) ‖2

Ｒi
) +

‖σ2
i ( k + N) ‖2

Φi
， ( 10)

其中 û1
i ( k + n) 和 û2

i ( k + n) 分 别 是 最 小 化

J*i ( σi( k + 1) ) 和 J*i ( σi( k) ) 所得的最优控制序

列。令

û1
i ( k + n + 1) =

û2
i ( k + n + 1) ，n = 0，1，…，N － 2，

ΛF珚σ
2
i ( k + N) ，n = N － 1。{

代入式( 10) ，可得

J*i ( σi( k+1) ) － J*i ( σi( k) )≤‖σ2
i ( k + N) ‖2

Qi
+

‖Γσ2
i ( k + N) ‖2

Ｒi
+ ‖Ψσ2

i ( k + N) ‖2
Φi

－

‖σ2
i ( k) ‖2

Qi
－ ‖û2

i ( k) ‖2
Ｒi

－ ‖σ2
i ( k + N) ‖2

Φi
=

‖σ2
i ( k+N) ‖2

Θi
－‖σ2

i ( k) ‖2
Qi
－‖û2

i ( k) ‖2
Ｒi

， ( 11)

其中: Θi = Qi + Γ
H
i ＲiΓi + ( Λ珚A － Λ珚BΓi )

HΦi( Λ珚A －
Λ珚BΓi ) － Φi。

显然，如 果 Θi ≤ 0，则 J*i ( σi( k + 1) ) －
J*i ( σi( k) ) ≤ 0 成立。因为 J*i ( σi( k) ) 是非增

的，且 J*i ( σi( k) ) ≥ 0，lim
k→!

J*i ( σi( k) ) 存在，则

lim
k→!

［J*i ( σi( k + 1) ) － J*i ( σi( k) ) ］= 0。

因此，则有 J*i ( σi( k + 1) ) － J*i ( σi( k) ) ≤
－ ‖σi( k + n) ‖2

Qi
－ ‖û2

i ( k + n) ‖2
Ｒi
。结合式

( 10) 、( 11) ，可得lim
k→!

［‖σi( k + n) ‖2
Qi
+‖û2

i ( k +

n) ‖2
Ｒi
］ = 0。 由 于 Qi ≥ 0 和 Ｒi ＞ 0，则

lim
k→!

［σH
i ( k) σi( k) ］= 0。证毕。

为了求得控制器 ûi( k) ，考虑下面的问题:

问题 1 min{ Xi(·) ，Y(·) ，Z(·) ，V(·) ，γi}∑
M

i = 2
γ i s．t．

Z( n) ΥλiΛ珚C = ΥλiΛ珚CY( n) ， ( 12)

－ γ iIp 0 0 Ξ1i( n)

* － γ iIp+w 0 Ξ2i( n)

＊ ＊ － Xi( n+1) Ξ3i( n)

＊ ＊ ＊ Ξ4i( n)















＜0，( 13)

－ γ iIp 0 0 Ξ1i( N)

* － γ iIp+w 0 Ξ2i( N)

＊ ＊ － Xi( N) Ξ3i( N)

＊ ＊ ＊ Ξ4i( N)















＜0，( 14)

Wi I

I Xi( 0)[ ] ＞ 0， ( 15)

tr( Wi ) ＜ 1， ( 16)

其中: Ξ1i( n) =Ｒ
1
2
i V( n) Υλ iΛ珚C，Ξ2i( n) =Q

1
2
i Y( n) ，

Ξ3i( n) = Λ珚AY( n) + Λ珚BV( n) Υλ iΛ珚C，Ξ4i( n) =

Xi( n) － ( Y( n) － YH( n) ) ，i = 1，2，…，N。
定理 2 如果问题 1 存在解，则系统( 5) 可以

通过输出反馈预测控制器镇定，其中最优输出反

馈预测控制器为 ΛK* ( 0) = V( 0) Z －1( 0) 。因此，具

有 MPC 增益矩阵的系统( 3) 可以达到输出一致。
证明 假设问题 1 存在一个解，首先考虑矩

阵不等式( 13) 。
将 V( n) = F( n) Z( n) 和式( 12) 代入式( 13)

中，得到下面不等式:

－ γiIp 0 0 0

0 － γiIp+w 0 0

0 0 － Xi( n + 1) 0

0 0 0 Xi( n)















+

Ψi( n)

Q
1
2
i

ΛAci
( n)

－ I

















Y( n) ［0 0 0 I］+

0
0
0
I













YT( n) ［ΨT
i ( n) Q

1
2
i ΛT

Aci
( n) － I］＜0， ( 17)

其 中: ΛAci
( n) = Λ珚A + Λ珚BΛK( n) Υλ iΛ珚C，Ψi( n) =

Ｒ
1
2
i ΛK( n) Υλ iΛ珚C。利用文献［19］中的投影引理，

可得

Ai( n) =

－γiIp 0 0 0

0 － γiIp+w 0 0

0 0 －Xi( n+1) 0

0 0 0 Xi( n)















，

B⊥i ( n) =

I 0 0 Ｒ
1
2
i ΛK( n)

0 I 0 Q
1
2
i

0 0 I ΛAci
( n)















，

C⊥i ( n) =
I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0










。
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消去式( 17) 的中间变量 Y，则有 B⊥i AiB⊥
T

i ＜ 0，

可以表示为
－ γ iIp 0 0

0 － γ iIp+w 0

0 0 － Xi( n + 1)











+

Ψi( n)

Q
1
2
i

ΛAci
( n)













Xi( n) ［ΨT
i ( n) Q

1
2
i ΛT

Aci
( n) ］＜0。 ( 18)

将 Schur 补引理应用于不等式( 18) ，有
－ γ iIp 0 0 Ψi( n)

* － γ iIp+w 0 Q
1
2
i

＊ ＊ － Xi( n+1) ΛAci
( n)

＊ ＊ ＊ Xi( n)

















＜0。 ( 19)

对式( 19) 中的矩阵左右同时乘 diag( Ip，Ip+w，

X －1
i ( n + 1) ，Ip+w ) ，应用 Schur 补引理，可得式( 8)

和 P i(·)  γ iX
－1
i (·) 。值得注意的是，不等式

C⊥i AiC⊥
T

i ＜ 0 是满足式( 19) 的。由于式( 14) 与

式( 13) 具有相同的形式，因此可以用处理式( 13)

的方法处理式( 14) 。对式( 15) 应用 Schur 补引

理，可得( 1 /γ i ) P i( 0) ＜ Wi ; 然后，由式( 16) 可进

一步得到 tr( P i( 0) ) ＜ γ i。 因此，对于非凸不等

式( 8) 、( 9) ，证明 LMI 条件( 13) ～ ( 16) 的充分性

成立。根据引理 1，具有 MPC 增益矩阵的系统

( 3) 可以实现输出一致。证毕。

3 仿真算例

本节给出一个仿真算例来验证所提策略的有

效性。
对于离散时间多智能体系统，考虑由系统

( 1) 描述的智能体动力学方程，其中

A =
0 0．1 2
1 0 1
0．3 0．6 0．6











，

B =
1
0
1

0
1
0











，

C = 1 1 0[ ] 。

初始状态取为

x1( 0) =［0 － 10 0］T，

x2( 0) =［2 10 1］T，

x3( 0) =［0 － 1 1］T，

x4( 0) =［1 1 1］T。
有向图 G 的拓扑结构如图 1 所示，其邻接矩阵为

珟A =

0 1 0 0
0 0 1 1
1 1 0 0
0 0 1 0













。

图 1 多智能体系统的通讯拓扑图

Fig．1 The communication topology of the multi-agent systems

矩阵 Qi 和Ｒi 分别为Qi = diag( 1，1，1) 和Ｒi =
diag( 1，1) ，预测时域取 N = 3。利用定理 2，得到

增益矩阵为

K =
0．262 0
0．395 0[ ] 。

离散时间多智能体系统的输出轨迹 y( k) 和

控制协议的变化轨迹 u( k) 如图 2 ～ 3 所示。图 2
中 4 个智能体的输出轨迹随着时间的变化而逐渐

趋于输出一致函数 c( k) ，图 3 中各智能体的控制

轨迹随着时间的变化而逐渐趋于零，说明本文所

设计的控制方案能够使得离散多智能体系统实现

输出一致。

4 结语

本文基于 MPC 策略提出一种求解最优控制

协议的方法，以设计代价函数获得最优增益矩阵，

从而解决一般高阶离散多智能体系统的输出一致

性问题。由于某些情况下输出可能不受所有状态

的影响，使得输出一致性问题变得更加复杂，未来

主要考虑研究基于 MPC 策略的异构多智能体系

统的输出一致性问题。
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图 2 多智能体系统的输出轨迹

Fig．2 Output trajectories of the multi-agent systems

图 3 多智能体系统控制协议的变化轨迹

Fig．3 Control trajectories of the multi-agent systems
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Output Consensus Based Model Predictive Control for
General Discrete-time Linear Multi-agent Systems

SONG Guanghao，LIU Xiaohua，GAO Ｒong

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: In this paper，a control protocol based on model predictive control scheme was proposed to solve the
output consensus problem of general linear discrete multi-agent systems with the fixed topology．By using partial
stability theory，the necessary and sufficient conditions for the consensus of discrete-time multi-agent systems
were derived．Then，the consensus protocol was designed by using model predictive control ( MPC) and linear
matrix inequality ( LMI) theories．Finally，a numerical example was given to show the effectiveness of the algo-
rithm．
Keywords: discrete-time multi-agent systems; output consensus; partial stability; model predictive control
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