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等温的二相液气模型同族激波的相互作用研究
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摘要: 本文在无粘情况下对等温二相液气模型的一类同族激波的相互作用问题进行研究。利用特征分析法，

详细给出同族的 3 － 激波之间的相互作用结果是 1 － 稀疏波和 3 － 激波。
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液气混合流是二相流或多相流［1］中一个值得关注的课题，在现代工业中，液气混合流模型通常被

广泛应用于石油和天然气的管道输运［2—4］中。在无粘假设下，一个简化的二相液气模型可表示为:

mt + ( mu) x = 0，

nt + ( nu) x = 0，

( ( m + n) u) t + ( ( m + n) u2 + p( m，n) ) x = 0
{

，

其中: m = αgρg 和 n = αlρl 分别表示气体和液体的质量，ρg 和 ρl 分别为气体和液体的密度，αg，αl ∈［0，

1］分别为气体和液体的体积分数，且满足 αg + αl = 1; u 是液气共同的速度。在混合动量方程中，由于气

相密度小于液相密度，因此气相动量经常被忽略不计。考虑到混合相的复杂性，即二相的速度可能不同，

为明确每相的运动，有必要补充流体力学闭合定律。
本文将采用压力项为 p( m，n) = A( m + n) 的简化等温二相液气模型，且二相的速度相同，具体形式

如下:

mt + ( mu) x = 0，

nt + ( nu) x = 0，

( nu) t + ( nu2 + A( m + n) ) x = 0
{

，

( 1)

其中常数 A ＞ 0。方程组( 1) 的黎曼问题取如下初始条件:

( m，n，u) ( x，0) =
( m－ ，n－ ，u－ ) ，x ＜ 0，

( m+ ，n+ ，u+ ) ，x ＞ 0{ 。
( 2)

目前，许多学者研究了压力项为 p( m，n) = k( m + n) γ 的简化等熵二相模型［5—8］，其中文献［7］针对黎

曼问题解的存在性、唯一性和稳定性给出了明确的研究结果，为后续研究波的相互作用奠定了基础。考
虑到方程组( 1) 和( 2) 的黎曼问题在之前的工作中已得到很好解决，本文进一步研究双曲守恒律方程

组( 1) 的另一个特性，即同族 3 － 激波的相互作用问题。对于气体动力学来说，文献［9—11］详细研究一

维基本波的相互作用，文献［12］详细介绍了等熵磁气动力学方程的黎曼问题和基本波的相互作用，文

献［13—14］进一步扩展处理了二相平移流模型一类波的相互作用问题。
本文基于方程组( 1) 的黎曼解，研究同族激波的相互作用问题，其中两个 3 － 激波分别从初始点

( x1，0) 和( x2，0) 发出。因此，考虑方程组( 1) 满足如下 3 个分片常状态的初始条件:
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( m，n，u) ( x，0) =
( m－ ，n－ ，u－ ) ，－ ∞ ＜ x≤ x1，

( m* ，n* ，u* ) ，x1 ＜ x≤ x2，

( m+ ，n+ ，u+ ) ，x2 ＜ x ＜ + ∞
{

，

( 3)

其中，x1，x2 ∈ Ｒ 表示两个初始间断点，且满足 x1 ＜ x2。为了在两个初始点( x1，0) 和( x2，0) 都生成相应

的 3 － 激波 S3 和�S3，需对初始条件( 3) 作出严格限制。在此限制条件下，借助( u，m + n) 投影的状态平

面，精确研究两个同族 3 － 激波 S3 和�S3 的相互作用问题。值得注意的是，S3 和�S3 相互作用产生新的 1 －
稀疏波 �Ｒ1 和 3 － 激波�S3，但不会产生新的 2 － 接触间断 �J2。

1 黎曼问题( 1) 和( 2) 的解

本节主要简述方程组( 1) 在满足黎曼初值( 2) 下的黎曼问题，该问题相应的精确解可借助文献［7］
的方法完整地构造出来。对于给定的左状态( m－ ，n－ ，u－ ) 和变化的右状态( m，n，u) ，方程组( 1) 的 3 个

特征根分别为

λ1 = u － A( m + n)

■ n ，λ2 = u，λ3 = u + A( m + n)

■ n 。

经过计算易得: λ1 和 λ3 是真正非线性的，而 λ2 是线性退化的。根据自相似变换法，得到 λ1 和 λ3 对应的

1 － 稀疏波、3 － 稀疏波分别为

Ｒ1 ( m－ ，n－ ，u－ ) :

ξ1 = u － A( m + n)

■ n ，

u = u－ +
A( m－ + n－ )

n■ －
ln m－ + n－( )m + n

，

m
n =

m－

n－
，m ＜ m－ ，n ＜ n－ ，u ＞ u－













，

Ｒ3 ( m－ ，n－ ，u－ ) :

ξ3 = u + A( m + n)

■ n ，

u = u－ +
A( m－ + n－ )

n■ －
ln m + n

m－ + n( )
－

，

m
n =

m－

n－
，m ＞ m－ ，n ＞ n－ ，u ＞ u－













 。

接下来，由 Ｒ － H 条件

σ［m］ = ［mu］，

σ［n］ = ［nu］，

σ［nu］ = ［nu2 + A( m + n
{

) ］，

并考虑到相应的 1 － 激波和 3 － 激波的熵条件，可得

S1 ( m－ ，n－ ，u－ ) :

σ1 =
( m + n) u － ( m－ + n－ ) u－

m + n － m－ － n－
，

u = u－ －
A

n－ ( m + n■ )
( m + n － m－ － n－ ) ，

m
n =

m－

n－
，m ＞ m－ ，n ＞ n－ ，u ＜ u－











 ，

J2 ( m－ ，n－ ，u－ ) : τ2 = u = u－ ，m + n = m－ + n－ ， ( 4)
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S3 ( m－ ，n－ ，u－ ) :

σ3 =
( m + n) u － ( m－ + n－ ) u－

m + n － m－ － n－
，

u = u－ －
A

n－ ( m + n■ )
( m－ + n－ － m － n) ，

m
n =

m－

n－
，m ＜ m－ ，n ＜ n－ ，u ＜ u－











 。

( 5)

在投影的相平面 ( u，m + n) 中，1 － 稀疏波 Ｒ1 和 3 － 激波 S3 分别以正 u 轴和负 u 轴作为渐近线，因

此，可以分别构造如下 4 种不同结构的黎曼解: S1 + J2 + S3，Ｒ1 + J2 + S3，S1 + J2 + Ｒ3 和 Ｒ1 + J2 + Ｒ3。

2 同族 3 － 激波的相互作用

本节研究分别从初始点( x1，0) 和( x2，0) 发出的两个3 － 激波的相互作用。为达到这一研究目的，考

虑方程组( 1) 取初始条件( 3) ，并且需要对初始数据( 3) 做一些严格的限制，以保证在初始点( x1，0) 和

( x2，0) 的局部黎曼解都只是一个 3 － 激波。也就是，如果常状态( m－，n－，u－ ) 和( m* ，n* ，u* ) 之间以及

( m* ，n* ，u* ) 和( m+，n+，u+ ) 之间都仅由单个 3 －激波连接，则需对初始条件( 3) 作出如下具体的限制:

H1 : u* = u－ －
A

n－ ( m* + n*■ )
( m－ + n－ － m* － n* ) ，

m*

n*
=

m－

n－
，m－ ＞ m* ，n－ ＞ n* ，u－ ＞ u* ，

H2 : u+ = u* － A
n* ( m+ + n+■ )

( m* + n* － m+ － n+ ) ，
m*

n*
=

m+

n+
，m* ＞ m+ ，n* ＞ n+ ，u* ＞ u+。

比较分别从初始点 ( x1，0) 和( x2，0) 发出的两个 3 － 激波的传播速度，见图 1，可以得出，波的相互

作用将在有限时间内发生。具体的相互作用结果将通过特征分析法详细给出。此外，引入符号 S3�S3 →�Ｒ1

+ �S3 表示两个 3 － 激波的相互作用结果。

( a) x － t 平面 ( b) ( u，m + n) 投影平面

图 1 S3 和�S3 的相互作用情况

Fig． 1 The interaction of S3 and �S3

定理1 从初始点( x1，0) 发出的3 － 激波S3 在有限时间内追赶上从初始点( x2，0) 发出的3 － 激波�S3，
并发生相互作用; S3 和�S3 相互作用产生新的1 － 稀疏波�Ｒ1 和3 － 激波�S3，但不会产生新的2 － 接触间断�J2。

证明 首先，H1 和 H2 可改写为

u* = u－ －
A( m－ + n－ )

n■ －

( m－ + n－ ) － ( m* + n* )

( m－ + n－ ) ( m* + n*■ )
，

u+ = u* －
A( m－ + n－ )

n■ －

( m* + n* ) － ( m+ + n+ )

( m+ + n+ ) ( m* + n*■ )
，

m－ + n－

n－
=

m* + n*

n*
=

m+ + n+

n+













 。

( 6)
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为了方便起见，令 μ = ( u－ － u+ )
n－

A( m－ + n－■ )
，显然 μ ＞ 0。从式( 6) 进一步得出:

μ =
( m－ + n－ ) － ( m* + n* )

( m－ + n－ ) ( m* + n*■ )
+

( m* + n* ) － ( m+ + n+ )

( m+ + n+ ) ( m* + n*■ )
=

1
m+ + n■ +

－ 1
m－ + n■( )

－

m* + n■ * + m－ + n■ － － m+ + n■( )
+

1
m* + n■ *

， ( 7)

由式( 7) 可以得到

1
m+ + n■ +

－ 1
m－ + n■( )

－

( m* + n* ) － μ m* + n■ * + m－ + n■ － － m+ + n■ + = 0。

注意到， m* + n■ * ＞ 0，那么有

m* + n■ * =
μ ( m+ + n+ ) ( m－ + n－■ )
2 m－ + n■ － － m+ + n■( )

+

±

μ ( m+ + n+ ) ( m－ + n－■ )
2 m－ + n■ － － m+ + n■( )( )

+

2

－ ( m+ + n+ ) ( m－ + n－■■
) 。 ( 8)

再次分析式( 7) ，显然有 μ≥
2 m－ + n■ － － m+ + n■( )

+

( m+ + n+ ) ( m－ + n－■ )
1
2

，当且仅当m* + n* = ( m+ + n+ ) ( m－ + n－■ ) 时，等

号成立。将其代入式( 8) ，可以推出 m* + n* 是存在的，进而根据式( 6) ，u* 也存在。将 μ 代入式( 8) ，得到

m* +n* = ( u－ － u+ ) n－ ( m+ + n+■ )

2■A m－ + n■ － － m+ + n■( )
+

±
( u－ － u+ ) 2n－ ( m+ + n+ )

4A m－ + n■ － － m+ + n■( )
+

2 － ( m+ + n+ ) ( m－ + n－■■( ))

2

。

接下来，对激波 S3 和�S3 分别应用经典 Lax 熵条件，可得 λ2 ( m* ，n* ，u* ) ＜ �σ3 ＜ λ3 ( m* ，n* ，u* )

＜ σ3 ＜ λ3 ( m－ ，n－ ，u－ ) ，其中，�σ3 和 σ3 分别表示激波�S3 和 S3 的传播速度。由图 1( a) 可以看到，激波 S3

在有限时间内追上激波�S3，并在交点( �x，�t) 处发生相互作用。其中，交点( �x，�t) 满足

�x = x1 + σ3�t = x1 +
( m* + n* ) u* － ( m－ + n－ ) u－

( m* + n* ) － ( m－ + n－ )
�t，

�x = x2 + �σ3�t = x2 +
( m+ + n+ ) u+ － ( m* + n* ) u*

( m+ + n+ ) － ( m* + n* )
�t{ 。

随后，对于给定的左状态 ( m－ ，n－ ，u－ ) 和右状态( m+ ，n+ ，u+ ) ，在点( �x，�t) 处形成一个新的黎曼问

题。基于以上讨论，有必要证明上述两个激波 S3 和�S3 相互作用后，投影右状态( u+ ，m+ + n+ ) 位于投影平

面( u，m + n) 内的曲线 S3 ( u－ ，m－ + n－ ) 和 Ｒ1 ( u－ ，m－ + n－ ) 的下方。为此，如果有

�u = u－ +
A( m－ + n－ )

n■ －
ln m－ + n－

m+ + n( )
+

， ( 9)

那么投影状态 ( �u，m+ + n+ ) 位于投影平面( u，m + n) 内的 1 － 稀疏波曲线 Ｒ1 ( u－ ，m－ + n－ ) 上。也就是

说，两个常状态( m－ ，n－ ，u－ ) 和( m+ ，n+ ，�u) 通常由一个 1 － 稀疏波伴随着一个 2 － 接触间断连接起来。
此外，如果有

�u = u－ －
A

n－ ( m+ + n+■ )
( m－ + n－ － m+ － n+ ) ， ( 10)

那么投影状态 ( �u，m+ + n+ ) 位于投影平面( u，m + n) 内的 3 － 激波曲线 S3 ( u－ ，m－ + n－ ) 上。也就是说，

两个常状态( m－ ，n－ ，u－ ) 和( m+ ，n+ ，�u) 通常由一个 2 － 接触间断伴随着一个 3 － 激波连接起来。
基于上述两种假设，从图 1( b) 中观察到，如果�u ＜ u+ ＜ �u，则投影右状态( u+，m+ + n+ ) 位于投影平面

( u，m + n) 内的曲线 S3 ( u－，m－ + n－ ) 和 Ｒ1 ( u－，m－ + n－ ) 的下方。下面对此展开具体分析: 从式( 6) 可得

u+ ＜ u* ＜ u－，然后考虑式( 9) 明显有 u+ ＜ �u; 此外，通过式( 6) 、( 10) 可以发现，�u ＜ u+ 成立等价于不等式



第 2 期 张 帅，等: 等温的二相液气模型同族激波的相互作用研究 137

A
n－ ( m+ + n+■ )

·| m－ + n－ － m+ － n+ | ＞

A( m－ + n－ )
n■ －

m－ + n－ － m* － n*

( m－ + n－ ) ( m* + n*■ )
+

m* + n* － m+ － n+

( m+ + n+ ) ( m* + n*■
( ))

( 11)

成立。令 x = m* + n* ，式( 11) 的右端可看作关于 x 的函数 f( x) ，即

f( x) = 1
m+ + n■ +

－ 1
m－ + n■( )

－
■x + m－ + n■ － － m+ + n■( )

+

1

■x
，

其中 x∈ ( m+ + n+ ，m－ + n－ ) 。注意到，f( x) 是以 y = 1
m+ + n■ +

－ 1
m－ + n■( )

－
■x 和 x = 0 为渐近线的

双曲线，且开口向上，那么，f( x) 在 m+ + n+ 或 m－ + n－ 处取得最大值，即 f( m* + n* ) ＜ f( m+ + n+ ) =
f( m－ + n－ ) ，由此证得不等式( 11) 成立。

综上，投影右状态( u+ ，m+ + n+ ) 位于( u，m + n) 投影平面内的曲线 S3 ( u－ ，m－ + n－ ) 和 Ｒ1 ( u－ ，m－ +
n－ ) 的下方，说明 S3 和�S3 相互作用产生新的 1 － 稀疏波、2 － 接触间断和 3 － 激波，记为�Ｒ1 + �J2 +�S3。用
( m1，n1，u1 ) 和( m2，n2，u2 ) 分别表示�Ｒ1，�J2 和�S3 之间的两个中间状态。由 1 － 稀疏波 Ｒ1 ( m－ ，n－ ，u－ ) 和

式( 5) 可以推得，
m－

n－
=
m1

n1
，
m2

n2
=
m+

n+
，进一步考虑式( 6) 的最后一个方程，推得

m1

n1
=
m2

n2
。另外，假设中间

态( m1，n1，u1 ) 和( m2，n2，u2 ) 由 2 － 接触间断�J2 连接，则根据式( 4) ，�J2 应满足 m1 + n1 = m2 + n2，u1 =
u2。总之，有( m1，n1，u1 ) = ( m2，n2，u2 ) 成立，表明: S3 和�S3 相互作用后，2 － 接触间断�J2 不再存在。为方

便起见，�Ｒ1 和�S3 之间的中间状态仍取为( m1，n1，u1 ) ，它满足以下形式:

m－

n－
=

m1

n1
=

m+

n+
，

u1 = u－ +
A( m－ + n－ )

n■ －
ln m－ + n－

m1 + n( )
1

，

u+ = u1 － A
n－ ( m1 + n1■ )

( m1 + n1 － m+ － n+













 ) ，

( 12)

其中，n+ ＜ n1 ＜ n－ ，m+ ＜ m1 ＜ m－ ，且 u+ ＜ u－ ＜ u1。

接下来 讨 论 m1 + n1 的 唯 一 性。将 式 ( 12) 的 最 后 一 个 方 程 改 写 为 u+ = u1 －
A( m－ + n－ )

n■ －

m1 + n1 － m+ － n+

( m1 + n1 ) ( m+ + n+■ )
，并与式( 12) 的第二个方程联立，可得

μ =
m1 + n1

m+ + n■ +
－

m+ + n+

m1 + n■ 1
－ ln m－ + n－

m1 + n( )
1

。 ( 13)

那么，式( 13) 的右端可看作关于变量 m1 + n1 的函数 g( m1 + n1 ) ，求导得

g'( m1 + n1 ) = 1
2

1
( m+ + n+ ) ( m1 + n1■ )

+
m+ + n+

( m1 + n1 )■( )3
+ 1
m1 + n1

＞ 0。

因此，g( m1 + n1 ) 是关于 m1 + n1 单调递增的函数，表明 m1 + n1 是唯一的，进而得到 u1 也是唯一的。此
外，图 1 很好地说明了 3 － 激波 S3 和�S3 的相互作用情况，证毕。

3 结语

本文研究了等温的二相液气模型同族 3 － 激波的相互作用问题，严格证明了其相互作用后产生一

个新的 1 － 稀疏波和一个新的 3 － 激波。在后续工作中，将利用本文方法研究其他类型间断波的相互作

用问题，包括 1 － 激波分别与 1 － 激波、2 － 接触间断以及 3 － 激波的相互作用问题。
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Interaction Between Shock Waves of the Same Family for
a Inviscid Two － phase Liquid － gas Model of Isothermal Flow

ZHANG Shuai，SHEN Chun

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The interaction between 3 － shock waves of the same family for a inviscid two － phase liquid － gas
model of isothermal flow was discussed by the method of characteristic analysis． It is shown in detail that the in-
teraction between 3 － shock waves of the same family results in a new 1 － rarefaction wave and a new 3 － shock
wave．
Keywords: wave interaction; characteristic analysis; two － phase flow
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