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摘要: 本文研究一类带有状态丢包的离散网络控制系统的镇定问题，其中丢包过程建模为具有两种模态的

Markov 链。利用模型预测控制策略得到使系统均方意义上镇定的充要条件，此条件可应用 LMI 方法求解。
最后，通过数值仿真算例验证所提控制策略的有效性。
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通过通信网络通道形成闭环控制回路的反馈控制系统称为网络控制系统( networked control sys-
tems，NCSs) ［1］，自提出以来被成功应用于航天器、工业控制等领域［2—3］。但由于网络带宽的影响，数据

在传输过程中可能会产生丢包，进而影响系统性能，甚至使系统变得不稳定［4］。在数据包丢失的情况

下，研究系统的稳定性成为备受关注的领域。文献［5］采用异步切换系统分析方法对丢包问题建模，得

到系统稳定的充分条件，但由于该方法利用了平均丢包率，使得结果相对保守。文献［6］将带有丢包的

NCSs 转化为随机 Takagi － Sugeno 模糊模型，得到使系统指数稳定的控制器。文献［7］将 NCSs 中的丢

包建模为独立同分布的 Bernoulli 过程，利用动态规划给出了镇定控制器存在的充分条件。文献［8］通

过构造 Lyapunov － Krasovskii 函数解决 NCSs 中的丢包，同时给出与数据包丢失相关的稳定性判据。为

了更好地描述网络系统丢包的随机性，丢包过程刻画为具有 Markov 性的随机过程［9］。为解决 NCSs 中

存在的 Markov 丢包问题，文献［10］基于放缩策略和 Lyapunov 理论，通过设计反馈控制器保证系统稳

定; 文献［11］在文献［8］的基础上，设计了鲁棒 H∞ 输出反馈控制器。
模型预测控制( model predictive control，MPC) 策略具有模型要求低、便于计算等特点［12—13］，相关研

究表明，在 NCSs 中实施 MPC 策略可以充分利用系统的特征，取得更好的控制性能，因而近年来利用

MPC 策略控制 NCSs 的研究得到广泛应用［14—15］。针对带有 Markov 丢包的 NCSs，也涌现出一系列利用

MPC 策略的研究。文献［16］通过设计分组 MPC 控制器，求解存在 Markov 丢包时 NCSs 稳定的充分条

件。在随机框架下，文献［17］提出 MPC 综合方法实现了闭环系统的稳定性; 文献［18］设计 MPC 控制

器对 Markov 丢包进行补偿，从而降低丢包对系统性能的影响; 文献［19］所提出的分布式 MPC 在线迭代

策略，可保证系统的鲁棒稳定性。为了克服丢包问题，文献［20］给出带有零阶保持器和延迟补偿器的

MPC 控制器，并验证所提策略能够使系统不受连续丢包的影响。值得注意的是，上述文献仅给出了系

统镇定的充分条件，这使得寻找系统镇定的充要条件非常有必要。
本文基于 MPC 策略，对带有 Markov 丢包的 NCSs 进行镇定问题研究，设计了使系统镇定的控制器;

同时通过构造条件期望形式的性能指标和耦合的 Lyapunov 方程，得到使系统均方镇定的充要条件。

1 问题描述

如下记号贯穿本文。Ｒn 为 n 维 Euclidean 空间，Y ＞ 0( Y≥ 0) 表示对称矩阵 Y 为正定( 半正定) 矩
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阵，J k－1 为由 θ0，θ1，…，θ{ }
k 生成的自然滤波，Ek－1［x］表示随机变量 x 关于 J k－1 的条件数学期望，矩阵 In

表示 n 维单位矩阵。
考虑如图 1 所示的网络控制系统结构。由图 1 可以看到，状态信号 xk 通过可靠信道进行传输， 即

图 1 带有丢包的网络控制系统结构

Fig． 1 Structure of NCSs with packet loss

控制信号 uk 在任何时刻 k 都可以接收到状态信号; 控制器

通过会发生丢包的不可靠信道进行传输，传输后控制信号

用 θkuk 描述，其中，θk = 1 意味着 uk 成功传输到被控对象，

θk = 0 意味着 uk 在传输过程中丢失。本文将丢包过程建模

为具有两种模态的 Markov 链 θk ∈ 0，{ }1 ，转移概率为 ζij
= P θk+1 = j| θk( )= i i，j = 0，( )1 ，且对任意的 i∈ 0，{ }1 ，

∑
1

j = 0
ζij = 1。

本文研究带有 Markov 丢包的离散时间网络控制系统:

xk+1 = Axk + θkBuk， ( 1)

其中，k≥0，xk∈Ｒn，uk∈Ｒm 分别是系统状态和控制输入，A∈Ｒn×n 和B∈Ｒn×m 是具有适当维数的系

数矩阵。
假设 1 初始状态 x0 已知，θ0 的初始分布为 P( θ0 = 0) = p，θk ( k≥ 0) 与初始状态 x0 相互独立。
定义1［21］ 系统( 1) 称为均方意义下可镇定的，如果存在控制器 uk = Lxk，k≥0，L为已知常矩阵，

使得闭环系统满足 lim
k→∞

E xT
k x( )

k = 0。

本文控制目标: 利用 MPC 策略，寻找形如定义 1 中的控制器 uk ，以及使系统( 1) 镇定的充要条件。

2 MPC 镇定控制

2． 1 MPC 控制器

为了达到本文控制目标，首先引入性能指标函数

Jk－1 ( xk，k) = Ek－1 ∑
N

i = 0
xT
k+iQxk+i + uT

k+iＲu( )
k+i + xT

k+N+1Wxk+N+[ ]1 ， ( 2)

其中: xk 和 uk 是 k 时刻的已知值; Q≥ 0，Ｒ ＞ 0; xk+N+1 为终端状态值，W 为终端加权矩阵。
引理 1 针对网络控制系统( 1) ，满足最小化性能指标函数( 2) 的最优控制器为

us = － γ－1
i ( s) Mi ( s) xs，k≤ s≤ k + N， ( 3)

其中，γi ( s) ，Μ i ( s) 满足如下的倒向差分方程:

γi ( )s = BΤPθ ( s| s) B + Ｒ，Mi ( )s = BΤPθ ( s| s) A，

P i ( )s = AΤ ∑
1

j = 0
ζijP j s +( )( )1 A + Q － MΤ

i ( )s γ －1
i ( )s Mi ( )s ，

这里，Pθ ( s| s) = E［θs+1Pθs+1 | J s］，终端值 P i k + N +( )1 = W，i = 0，1。

证明 针对网络控制系统( 1) 和性能指标( 2) ，应用 Pontryagin 极值原理，得到伴随方程和平衡

条件:

λk+N = Wxk+N+1，λs－1 = Qxs + E AΤλs | J s－[ ]1 ，0 = Ｒus + E θsBΤλs | J s－[ ]1 ，

其中 λs 是协态。利用文献［22］的定理 1 可得最优控制器 us。引理 1 得证。
由引理 1 可得 k 时刻的 MPC 控制器 uk，即

uk = － γ－1
i ( k) Mi ( k) xk。 ( 4)
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2． 2 稳定性分析

首先探究性能指标函数( 2) 的性质。
引理 2 假设对给定的矩阵 H，性能指标( 2) 中存在矩阵 W 满足 Lyapunov 不等式:

ζi1 ( A + BH) ΤW( A + BH) + ζi0AΤWA + Q + HΤＲH － W≤ 0， ( 5)

则有不等式 Ek－1 J*k ( xk+1，k + 1[ ]) － J*k－1 ( xk，k) ≤0 成立，其中 J*k－1 ( xk，k) 是对应初始状态 xk，最优控制

( 4) 的性能指标值。
证明 根据性能指标( 2) ，可推得

Ek－1 J*k － J*k－{ }
1 = Ek－1 Ek ∑

N

i = 0
( �xΤk+i+1Q�xk+i+1 + �uΤk+i+1Ｒ�uk+i+1 ) + �xΤk+N+2W�xk+N+[ ]{ }2 －

Ek－1 ∑
N

i = 0
( �xΤk+iQ�xk+i + �uΤk+iＲ�uk+i ) + �xΤk+N+1W�xk+N+{ }1 ， ( 6)

其中: �uk+i 和�uk+i+1 i = 1，2，…，( )N 分别是最小化性能指标 J*k－1 ( xk，k) 和 J*k ( xk+1，k + 1) 的最优控制序

列;�xk+i 和�xk+i+1 依次为系统( 1) 受�uk+i 和�uk+i+1 控制时的最优状态轨线。应用 MPC 策略，定义�uk+i+1 形式

如下:

�uk+i+1 =
�uk+i，i = 0，1，…，N － 1，

H�xk+N+1，i = N{ 。
( 7)

结合系统( 1) 和式( 7) ，由式 ( 6) 可以得到

Ek－1 J*k － J*k－[ ]
1 ≤

Ek－1［�xΤk+N+1Q�xk+N+1 + �uΤk+N+1Ｒ�uk+N+1 + �xΤk+N+2W�xk+N+2 － �xΤk Q�xk － �uΤk Ｒ�uk － �xΤk+N+1W�xk+N+1］ =
Ek－1［�xΤk+N+1Q�xk+N+1 + �xΤk+N+1HΤＲH�xk+N+1 + �xΤk+N+2W�xk+N+2 － �xΤk Q�xk － �uΤk Ｒ�uk － �xΤk+N+1W�xk+N+1］， ( 8)

注意到，�xk+N+2 = A�xk+N+1 + θk+N+1BH�xk+N+1，式( 8) 满足下面不等式

Ek－1 J*k － J*k－[ ]
1 ≤

Ek－ [1 － �xT
kQ�xk － �uT

kＲ�uk + �xT
k+N+1Q�xk+N+1 + �xT

k+N+1H
TＲH�xk+N+1 － �xT

k+N+1W�xk+N+1 +

�xT
k+N+1 ( A + θk+N+1BH) TW( A + θk+N+1BH) �xk+N+ ]1 =

Ek－1 － �xT
kQ�xk － �u

T
kＲ�uk + �x

T
k+N+1［Q + HTＲH+ζi1 ( A+ BH) TW( A+ BH) + ζi0A

TWA－ W］�xk+N+
{ }

1 。( 9)

将不等式( 5) 代入式( 9) ，得 Ek－1 J*k ( xk+1，k + 1[ ]) － J*k－1 ( xk，k) ≤ 0。

引理 3 对于矩阵 Q≥ 0，Ｒ ＞ 0，若系统( 1) 通过 MPC 策略镇定，那么耦合 Ｒiccati 方程

ζi1 ( A + BH) TW( A + BH) + ζi0A
TWA + HTＲH + Q = W ( 10)

有正定解 W，其中，H = － γ－1M，γ = ζi1B
TWB + Ｒ，M = ζi1B

TWA。
证明 因为系统( 1) 可以由 MPC 策略均方镇定，根据文献［22］，Ｒiccati 方程

W = ATWA － MTγ－1M + Q，γ = ζi1B
TWB + Ｒ，M = ζi1B

TWA ( 11)

有唯一正定解 W。由式( 11) ，可得

W = ATWA － MTγ－1M － MTγ－1M + MTγ－1γγ－1M + Q， ( 12)

令 H = － γ－1M，由式( 12) 得到式( 10) ，所以耦合 Ｒiccati 方程( 10) 有正定解 W。
基于引理 2、3，下面给出网络控制系统( 1) 镇定的充要条件。
定理 1 对于矩阵 Q≥ 0 ，Ｒ ＞ 0，系统( 1) 在 MPC 策略下均方镇定的充要条件是存在矩阵 W ＞ 0

和 H，满足矩阵不等式

ζi1 ( A + BH) TW( A + BH) + ζi0A
TWA + Q + HTＲH － W≤ 0。

证明 充分性: 由引理 2，存在 W ＞ 0 和H满足不等式( 5) ，则有Ek－1 J*k ( xk+1，k + 1[ ]) － J*k－1 ( xk，k)

≤ 0 成立，由于

E Ek－1 J*k ( xk+1，k + 1[ ]) － J*k－1 ( xk，k{ }) = E J*k ( xk+1，k + 1[ ]) － E J*k－1 ( xk，k[ ]) ，
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因此，E J*k－1 ( xk，k[ ]) 是单调非增的，又因为E J*k－1 ( xk，k[ ]) ≥0，所以，lim
k→∞

E J*k－1 ( xk，k[ ]) 存在极限，且有

lim
k→∞

E J*k ( xk+1，k + 1) － J*k－1 ( xk，k[ ]) = 0。 ( 13)

结合式( 5) 、( 9) ，可得

E J*k ( xk+1，k + 1) － J*k－1 ( xk，k[ ]) ≤－ E( �xT
kQ�xk + �uT

kＲ�uk ) ，

又因 Q≥ 0，Ｒ ＞ 0，由式( 13) 得 lim
k→∞

E xT
k x( )

k = 0。

必要性: 假设系统( 1) 可以由MPC策略实现均方镇定，由引理3，耦合的Ｒiccati方程有正定解W。即
存在 W ＞ 0，H = － γ－1M，使得矩阵不等式成立。

注: 当系统 ( 1) 中丢包 θ{ }
k 被刻画为独立同 分 布 的 Bernoulli 过 程［23］，则 转 移 概 率 可 表 示 为

P θk+1 =( )0 = q，P θk+1 =( )1 = 1 － q，q 为已知丢包率，此时定理 1 中的矩阵不等式变为

( 1 － q) ( A + BH) TW( A + BH) + qATWA + Q + HTＲH － W≤ 0，

因此，定理 1 包含了带有 Bernoulli 丢包的 NCSs 在 MPC 策略下的镇定条件。
接下来探究如何利用 LMI 求解不等式( 5) 。
定理 2 若存在矩阵 X ＞ 0，使得

－ X XQ
1
2 YTＲ

1
2 ζi■ 1 XA

T + ζi■ 1 Y
TBT ζi■ 0 XA

T

* － I 0 0 0
＊ ＊ － I 0 0
＊ ＊ ＊ － X 0
＊ ＊ ＊ ＊ －















X

≤ 0， ( 14)

则矩阵不等式( 5) 的解为 W = X －1，H = YW。
证明 将不等式( 5) 左端变形为

ζi1 ( A + BH) TW( A + BH) + ζi0A
TWA + Q + HTＲH － W =

－ W － Q
1
2 HTＲ

1
2 ζi■ 1 ( A + BH) T ζi■ 0 A[ ]T

－ I 0 0 0
0 － I 0 0
0 0 － W －1 0
0 0 0 － W －











1

－1 Q
1
2

Ｒ
1
2 H

ζi■ 1 ( A + BH)

ζi■ 0













A

=

－ W Q
1
2 HTＲ

1
2 ζi■ 1 ( A + BH) T ζi■ 0 A

T

Q
1
2 － I 0 0 0

Ｒ
1
2 H 0 － I 0 0

ζi■ 1 ( A + BH) 0 0 － W －1 0

ζi■ 0 A 0 0 0 － W －

















1

≤ 0， ( 15)

令 X = W －1，Y = HW －1，由 Schur 补引理，不等式( 15) 等价于不等式( 14) ．

3 仿真算例

例 1 考虑带有 Markov 丢包的系统( 1) 及性能指标( 2) ，其中

A =
0 0． 4 3
1 0 1
0． 4 0． 6 0．







8
，B =









2
0
1

，Q = I3，Ｒ = I1，N = 4，θk ∈ 0，{ }1 ，

转移概率为 ζ00 = 0． 8，ζ11 = 0． 6，初始分布为 0． 5 0．[ ]5 。不失一般性，利用Monte Carlo仿真［24］ 生成50

条 Markov 链，本例选取其中一条路径( 图 2) 以验证所提策略的有效性。
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通过定理 2，解得矩阵 W，H 分别为

图 2 Markov 链 θk∈ 0，{ }1 的路径

Fig． 2 One path of the Markov chain θk∈ 0，{ }1

W =
0． 952 1 0． 947 6 2． 785 5
0． 947 6 0． 943 1 2． 772 4
2． 785 5 2． 772 4 8．







149 4
，

H = － 0． 447 9 － 0． 445 8 － 1．[ ]310 4 。

由定理 1，求得 MPC 策略下的控制器为

uk = － 0． 158 4 － 0． 300 2 － 1．[ ]125 3 xk，

取初始状态 x0 = 0． 4 1 0．[ ]3 Τ，在控制器 uk

作用下，系统的状态轨线如图 3 所示。由图 3 可

知，闭环系统是均方镇定的。
若对该系统实施文献［22］中的最优控制镇

定策略，得到最优控制器

uk = － 0． 166 8 － 0． 311 8 － 0．[ ]385 4 xk，

同样取初始状态 x0 = 0． 4 1 0．[ ]3 Τ，得到闭

环系统的状态轨线( 图 4) 。与图 3 相比，图 4 中的状态轨线达到镇定用时较长，且波动较大，验证了本

文所提 MPC 策略的优越性。

图 3 MPC 策略下 E［xT ( k) x( k) ］的状态轨迹

Fig． 3 State trajectories of E［xT ( k) x( k) ］under MPC

图 4 最优控制策略下 E［xT ( k) x( k) ］的状态轨迹

Fig． 4 State trajectories of E［xT ( k) x( k) ］under optimal control

图 5 小车倒立摆系统

Fig． 5 The cart and inverted pendulum system

例 2 考虑小车倒立摆系统［10］，见图 5，其中小车、摆杆的

质量分别为 m1，m2，l 是从旋转点到钟摆重心的长度，α 为摆角

大小，x 为小车位置，u 为施加在小车的推力。
假设 m1 = 1 kg，m2 = 0． 5 kg，l = 1 m，且表面无摩擦。令

状态变量为 x1 = x，x2 = �x，x3 = α，x4 = �α，得到离散模型 xk+1

= Axk + Buk，其中，

A =

1 0． 099 1 0． 013 6 0． 000 4
0 0． 981 8 0． 278 9 0． 013 6
0 － 0． 002 3 1． 159 8 0． 105 3
0 － 0． 047 4 3． 276 4 1．











159 8

，B =

0． 009 1
0． 182 2
0． 023 2
0．











474 3

。

将丢包过程 θk ∈ 0，{ }1 刻画为 Markov 链，转移概率为 ζ00 = 0． 8 ，ζ11 = 0． 3，初始分布为 0． 5 0．[ ]5 。

结合性能指标( 2) 采用 MPC 策略，其中

Q = I4，Ｒ = I1，x0 = 0． 98 0 0．[ ]2 0 Τ，N = 4 ，

得到控制器 uk = － 0． 309 7 － 0． 642 6 － 0． 579 3 － 0．[ ]631 0 xk。图 6 给出闭环系统的状态轨线，
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由图 6 可以看出，系统状态在 MPC 策略下均方镇定。

图 6 MPC 策略下倒立摆系统的状态轨迹

Fig． 6 State trajectories of the cart and inverted pendulum system under MPC

4 结语

本文研究一类带有数据包丢失的离散网络控制系统的镇定问题，利用极值原理得到 MPC 控制器，

在保证性能指标达到最优的同时，给出使系统均方镇定的充要条件。由于网络控制系统中数据包的传

输有时会伴随时间延迟，未来考虑研究 Markov 丢包和时滞同时存在的网络控制系统的镇定问题。
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Stabilization for Discrete － time Networked Control Systems
Based on Model Predictive Control

YU Shufen，GAO Ｒong

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: In this paper，the stabilization for a class of discrete － time networked control systems with packet
loss was studied，where the packet loss was modeled as a Markov process with two modes． A sufficient and nec-
essary condition to stabilize the system was obtained by using model predictive control strategy，which could be
solved by linear matrix inequality ( LMI) approach． Finally，numerical examples were given to illustrate the ef-
fectiveness of the proposed strategy．
Keywords: networked control systems; model predictive control; Markov packet loss; stabilization
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