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具有马尔可夫切换的随机高阶
非线性系统的输出反馈镇定

顾甲保，徐晓宇，王瑞桃，李武全

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要:本文研究具有马尔可夫切换的随机高阶非线性系统输出反馈镇定问题。首先选取合适的李雅普诺夫
函数和观测器，运用 Itô和 Dynkin公式设计了输出反馈控制器，保证闭环系统有唯一解，并且几乎处处渐近稳
定。最后，通过数值仿真说明了控制方案的有效性。
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近年来，随机高阶非线性系统的输出反馈镇定问题引起越来越多学者的关注［1—4］。文献［1—2］分
别利用齐次控制技术和观测器设计证明闭环系统依概率全局渐近稳定; 文献［4］考虑了光滑输出反馈
镇定问题。因此，输出反馈控制方案得到了进一步研究。

在实际生活中，人们经常用连续时间马尔可夫切换系统模拟实际系统，因此对于马尔可夫切换系统
的研究具有现实意义［5—8］。文献［9］解决了具有马尔可夫切换的连续线性系统的控制问题，文献［10］
讨论具有马尔可夫切换的一般非线性微分方程稳定性问题。此外，许多学者对具有马尔可夫切换的随
机高阶非线性系统的状态反馈镇定问题［11—12］和输出跟踪问题［13—14］进行了相关研究，其中文献［13］探
究该系统的自适应输出跟踪控制。由于具有马尔可夫切换的随机高阶非线性系统的雅可比线性化不能
控制，使得控制器和观测器设计非常困难，所以关于此类系统的输出反馈镇定问题研究较少。

受以上文献启发，本文主要研究具有马尔可夫切换的随机高阶非线性系统的输出反馈镇定问题，所
设计的控制器和观测器使闭环系统有唯一解，且几乎处处渐近稳定。本文主要创新点如下:

1) 为保证具有马尔可夫切换的随机系统的解的存在唯一性，所设计的控制器必须保证闭环系统满
足局部利普希茨条件。因此，如何构造一个稳定的局部利普希茨控制器是本文的研究难点之一。

2) 系统耦合会增加数值仿真的困难，本文运用矩阵储存生成的马尔可夫过程，实现系统模型之间
的切换。

1 问题描述

考虑具有马尔可夫切换的随机高阶非线性系统:
dx1 = xp

2dt，

dx2 = updt + fγ( t) ( x1，x2 ) dω，

y = x1，
{ ( 1)

其中: x = ( x1，x2 )
T∈Ｒ2，u∈Ｒ，y∈Ｒ分别是系统的状态，输入和输出，状态 x2是不可测变量; p≥1，且

p为奇数; ω∈Ｒr是( Ω，J，J t，P) 上的标准维纳过程;函数 fγ( t) 是光滑的，且满足 fγ( t) ( 0) = 0; γ ( t) 为有限
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状态空间 S = 1，2，…，N{ }上的马尔可夫过程，与布朗运动 ω( t) 无关; Γ = ( λ ij ) N×N 是生成器矩阵，由下
式得到:

P( t) = ( Pij( t) ) N×N = e －Γt，

Pij( t) = P γ( t + s) = i| γ( s) = j{ } =
λ ij t + o( t) ，i≠ j，

1 + λ ii t + o( t) ，i = j，{ ( 2)

这里: s≥ 0，t≥ 0;当 i≠ j且 λ ii = － ∑
N

i = 1，i≠j
λ ij 时，i到 j的转移速率为 λ ij ＞ 0。

假设 1 对于非线性函数 fγ( t) ( x1，x2 ) ，存在非负函数 β ( x1 ) ，使得下式成立:
fγ( t) ( x1，x2 ) ≤ x1

p + x2
p( ) β( x1 ) 。

注 1 假设 1 是非线性函数 fγ( t) 的增长条件，通常用来解决高阶系统的输出反馈问题，如文献
［1—2］，其中 β ( x1 ) 称为增长率。

2 预备知识

以下记号将贯穿全文。Ｒ +为所有非负实数的集合，Tr X{ }是矩阵X的迹，X 为矩阵X的欧几里得
范数，Ci表示 i阶连续可微函数; V∈ C2，1 Ｒ + × Ｒn × S; Ｒ +( ) 表示所有非负函数 V在Ｒ + × Ｒn × S上关于 x
是 C2 的，关于 t是 C1 的。

考虑如下随机非线性系统:
dx( t) = f( t，x( t) ) dt + gγ( t，x( t) ) dω， ( 3)

其中: x( t) ∈Ｒn是系统的状态，马尔可夫过程 γ ( t) 和Γ= ( λ ij ) N×N由式( 2) 定义;对于所有的 t≥ 0，函
数 f( t，x( t) ) 和 gγ( t，x( t) ) 关于 x( t) 满足局部利普希茨条件。

对于系统( 3) 和 V∈ C2，1( Ｒ + × Ｒn × S; Ｒ + ) ，引入如下无穷小生成器:

LV( t，x，p) = Vt( t，x，p) + Vx( t，x，p) f( t，x，p) + 1
2
Tr gT

γ( t，x，p) Vxx( t，x，p) gγ( t，x，p){ } + IIV，( 4)

其中，IIV =∑
N

j = 1
λ ijV t，x，p( ) 。

引理 1［7］ 假设 V∈C2，1( Ｒ + × Ｒn × S; Ｒ + ) ，τ 1，τ 2是有界停时，且满足 0≤ τ 1≤ τ 2，如果 V( t，x，γ t )
和 LV( t，x，γ t ) 在 t∈［τ 1，τ 2］上是有界的，那么

E V( τ2，x，γτ2 ) － V( τ1，x，γτ1 )[ ] = E∫
τ2

τ1
LV( t，x，γt ) dt。

引理 2［4］ 对于∀p≥ 1( p为奇数) ，以及∀a，b∈ Ｒ，有下面不等式成立:

ap － bp ≤ p a － b ( ap－1 + bp－1 ) ，ω ( － ω + a) p － ap[ ] ≤－ ωp+1

2p－1。

引理 3［4］ 设 m，n∈ Ｒ +，a，b和 π ≥ 0是连续的数量函数，则对∀c ＞ 0，有

a n b mπ≤ c a n+m + m
m + n

n
c( n + m)( )

n /m

b n+mπ( n+m) /m。

3 控制器设计与稳定性分析

针对系统( 1) ，本节首先运用 Backstepping方法设计状态反馈控制器，再通过选择合适的观测器求
出符合要求的增益函数。最后，证明闭环系统有唯一解，并且几乎处处渐近稳定。

3．1 状态反馈控制器设计

首先假设状态 x2 是可测的，利用 Backstepping方法设计系统( 1) 的状态反馈控制器。
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第 1步:定义 η 1 = x1，选取李雅普诺夫函数 V1( η 1 ) =
1
4
k1η

4
1，k1 ＞ 0是常数，由式( 4) 得

LV1( η1 ) ≤ k1η
3
1( x

p
2 － x* p

2 ) + k1η
3
1x

* p
2 + IIV1。 ( 5)

取虚拟控制器 x*2 = －
c1
k1( )

1 / p

η 1 = － α1η 1，则

LV1( η1 ) ≤－ c1η
p+3
1 + k1η

3
1( x

p
2 － x* p

2 ) + IIV1， ( 6)

其中，c1 ＞ 0为常数，α1 =
c1
k1( )

1 / p

。

第 2步:定义η 2 = x2 － x*2 ，选取李雅普诺夫函数 V2( η 1，η 2 ) = V1( η 1 ) + 1
4
k2η

4
2，k2 ＞ 0为常数。由式

( 4) 得

LV2( η1，η2 )≤－ c1η
p+3
1 + k1η

3
1( x

p
2 － x* p

2 ) + k2η
3
2u

p－k2η
3
2

∂x*2
∂x1

xp
2 + 3

2
k2η

2
2 fγ( t) ( x1，x2 )

2 + IIV2。 ( 7)

结合假设 1、引理 2、3和文献［15］中引理 A．1，可得
k1η

3
1( x

p
2 － x* p

2 ) ≤ p k1η
3
1 x2 － x*2 ( x

p－1
2 + x* p－1

2 ) ≤
k1pη

3
1η2 2p－2 αp－1

1 ηp－1
1 + ηp－1

2 + ( α1η1 )
p－1[ ] ≤ b1η

p+3
1 + b2η

p+3
2 。

同理可得

－ k2η
3
2

∂x*2
∂x1

xp
2 ≤ b3η

p+3
1 + b4η

p+3
2 ，

3
2
k2η

2
2 fγ( t) ( x1，x2 )

2 ≤ b5η
p+3
1 + φ1( x1 ) η

p+3
2 ，

其中，bi ＞ 0( i = 1，2，…，5) 为常数，φ1( x1 ) 是非负光滑函数，且

φ1( x1 ) = 3·2pk2x
p
1β

2( x1 ) + 3
p + 3

p
b14( p + 3)[ ]

p /3

3·2pk2α
p
1x

p
1β

2( x1 )( ) ( p+3) /3。

则有
LV2( η1，η2 ) ≤－ c2η

p+3
1 + η3

2( k2u
p － x* p

3 ) + η3
2x

* p
3 + ηp+3

2 φ1( x1 ) + IIV2 ≤
－ c2η

p+3
1 － c3η

p+3
2 + η3

2( k2u
p － x* p

3 ) + IIV2， ( 8)
其中，c2，c3 ＞ 0为常数，φ1( x1 ) = b2 + b4 + φ1( x1 ) ，x

*
3 = － ( c3 + φ1( x1 ) )

1 / pη 2 = － α2( x1 ) η 2。

3．2 观测器设计

构造如下一维观测器:

dζ = up －
∂G( x1 )
∂x1

ζ + G( x1 )( ) p[ ] dt， ( 9)

其中，G( x1 ) 是待定光滑函数，且满足
∂G( x1 )
∂x1

＞ 0。

定义 ξ = x2 － G( x1 ) － ζ，根据观测器的设计，则有

dG( x1 ) =
∂G( x1 )
∂x1

xp
2( ) dt。 ( 10)

结合式( 1) 、( 9) 和( 10) ，可得

dξ =
∂G( x1 )
∂x1

( ζ + G( x1 ) )
p － xp

2[ ] dt + fγ( t) ( x1，x2 ) dω。

选取李雅普诺夫函数 W( ξ) =
1
4 ξ

4，由假设 1，引理 2、3，以及 ξ的定义，得

LW( ξ) = ξ3
∂G( x1 )
∂x1

( ζ + G( x1 ) )
p － xp

2[ ] + 3
2 ξ

2 fγ( t) ( x1，x2 )
2 + IIW≤
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－ 1
2p－1

∂G( x1 )
∂x1

ξp+3 + c4η
p+3
1 + c5η

p+3
2 + ξp+3φ2( x1 ) + IIW≤

c4η
p+3
1 + c5η

p+3
2 － 1

2p－1

∂G( x1 )
∂x1

－ φ2( x1 )[ ] ξp+3 + IIW， ( 12)

其中，c4，c5 ＞ 0为任意常数，φ2( x1 ) 是非负光滑函数，满足

φ2( x1 ) =
2

p + 1
3·2p

p + 3
xp－1
1 β2( x1 )( )

p+3
2 1

b15( )
p+1
2

+ p
b16( )

p+1
2

p +
( p + 1) αp

1

b17( )
p+1
2

( p + 1) αp
1[ ] ，

这里，b1i ＞ 0( i = 5，6，7) 为任意常数。

3．3 增益函数 G( x1) 的设计

由于状态 x2 是不可测的，用 ζ + G( x1 ) 代替虚拟控制器 x*3 中的 x2，得到控制器

u = － 1
k2( )

1 / p

α2( x1 ) ( ζ + G( x1 ) + α1x1 ) 。 ( 13)

为了计算简便，结合式( 9) 和( 13) ，由引理 2、3和文献［15］中引理 A．1，得
LV2( η1，η2 ) ≤－ c2η

p+3
1 － c3η

p+3
2 + η3

2α
p
2( x1 ) ηp

2 － ( η2 － ξ) p[ ] + IIV2 ≤
－ c2η

p+3
1 － c3η

p+3
2 + αp

2( x1 ) η2
3 ξ ηp－1

2 + 2p－2( ηp－1
2 + ξp－1 )[ ] + IIV2 ≤

－ c2η
p+3
1 － c6η

p+3
2 + φ3( x1 ) ξ

p+3 + IIV2， ( 14)
其中，c6 ＞ 0为常数，φ3( x1 ) 是非负光滑函数，满足

φ3( x1 ) =
αp( p+3)

2 ( x1 )
p + 3

( 2p－2 + 1) p+3 p + 2
b18( p + 3)( )

p+2

+ ( 2p－2 ) p+3p
3

b19( p + 3)( )
3

[ ] ，
这里，b18，b19 ＞ 0为任意常数。

取李雅普诺夫函数 V( η1，η2，ξ) = V2( η1，η2 ) + W( ξ) ，由式( 12) 、( 14) 得

LV( η1，η2，ξ) = － c7η
p+3
1 － c8η

p+3
2 － 1

2p－1

∂G( x1 )
∂x1

－ φ2( x1 ) － φ3( x1 )( ) ξp+3 + IIV， ( 15)

其中 c7，c8 ＞ 0。选取

G( x1 ) = 2p－1 c9x1 + ∫
x1

0
( φ2( s) － φ3( s) ) ds[ ] ， ( 16)

其中 c9 ＞ 0。将式( 16) 代入式( 15) ，得
LV( η1，η2，ξ) = － c7η

p+3
1 － c8η

p+3
2 － c9ξ

p+3 + IIV。 ( 17)
定理 1 对于系统( 1) ，若假设 1 成立，结合输出反馈控制器 ( 13) 和增益函数 ( 16) ，有以下结论

成立:
1) 对于任意初始状态 x( t0 ) = x0∈Ｒ2和 γ ( t0 ) = i0∈ S，闭环系统的解 x( t) = x( x0，i0 ; t，γ ( t) ) 存在

且唯一;
2) 对于任意 x0 ∈ Ｒ2，i0 ∈ S，闭环系统几乎处处渐近稳定。
证明 首先证明 up 满足局部利普希茨条件。由式( 13) 可得

∂up

∂x1
= － p

k2
αp－1

2 ( x1 ) ζ + G( x1 ) + α1x1( ) p－1 ∂ α2( x1 ) ( ζ + G( x1 ) + α1x1 )[ ]
∂x1

。 ( 18)

由 p的定义可知，p － 1≥ 0，所以
∂up

∂x1
是连续的，即 up关于 x1是 C1。又因为 fγ( t) ( x1，x2 ) 满足局部利普希

茨条件，所以 up 满足局部利普希茨条件。
其次，由 η 1，η 2，ξ的定义可知，它们是有界的，进一步得到 x1是有界的。反之亦然。由文献［11］中

引理 1，令 z = ( x1，x2，η 1，η 2，ξ)
T，可得



第 3期 顾甲保，等:具有马尔可夫切换的随机高阶非线性系统的输出反馈镇定 229

VＲ = inf
t≥t0，| x| ＞ Ｒ

V( z( t) ) → ∞⇒Ｒ→ ∞。 ( 19)

由于 ci ＞ 0( i = 7，8，9) ，根据控制器设计过程可知 IIV = 0。 对于任意 l ＞ 0，定义停时 σ l =
inf t: t≥ t0，x( t) ≥ l{ }。对于任意 t≥ t0，设 tl = min σ l，t{ }，由于 x( t) 在区间［t0，tl］上几乎处处有
界，所以李雅普诺夫函数 V( z) 在区间［t0，tl］上几乎处处有界。由式( 17) 可知，LV在区间［t0，tl］上几
乎处处有界。

由引理 1和式( 17) ，得
EV( z( tl ) ) ≤ EV( z( t0 ) ) 。 ( 20)

由式( 19) 、( 20) ，以及文献［7］中引理 1，结论 1) 得证;结合式( 17) 、( 19) ，利用文献［6］中定理 2．1
可得结论 2) 。

注 2 对于文献［15］中的确定性系统，强稳定性理论保证了解的存在性，但对于本文的随机系统，
要保证解的存在唯一性，需设计的控制器使闭环系统满足局部利普希茨条件。

4 仿真算例

考虑到马尔可夫切换的特性，本节针对具有两个模态的随机高阶系统进行仿真。

选取有限状态空间 S = 1，2{ }，生成器矩阵 Γ =
－ 2 2
－ 1 1[ ] ，π1 = 0．4，π2 = 0．6。对应马尔可夫过程

γ ( t) = 1和 γ ( t) = 2时，随机非线性系统分别描述如下:
dx1 = x32dt，

dx2 = u3dt + 2x21sin x2dω，

y = x1。
{ dx1 = x22dt，

dx2 = － 8u2dt + x1sin x2dω，

y = x1。
{

显然，上述系统满足假设 1。利用马尔可夫的特性对相应的模态取不同的数值。当马尔可夫过程
γ ( t) = 1时，取 k1 = 1 /3，k2 = 1 /130，非负光滑函数 G( x1 ) = 0. 01x1，观测器和控制器分别为

dζ = u3 － 0．01( ζ + 0．01x1 )
3[ ] dt，u = － 1301 /3( ζ + 2030x1 ) 。

当马尔可夫过程 γ ( t) = 2时，取 k1 = 0．5，k2 = 5，非负光滑函数 G( x1 ) = 8．5x1，观测器和控制器分
别为

dζ = u2 － 8．5( ζ + 8．5x1 )
2[ ] dt，u = － 0．21 /2( ζ + 33x1 ) 。

数值仿真中选择初值 ζ ( 0) = 0．2，x1( 0) = 0．08，x2( 0) = － 0．02，仿真结果见图 1～3。由图 1、2可以看
到，闭环系统的状态和控制器响应曲线都趋近于零;图 3( a) 说明设计的观测器和增益函数使观测误差
任意小，图 3( b) 是马尔可夫转换过程的运行情况。由此，验证了该设计方案的有效性。

图 1 状态和输出响应曲线
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Fig．1 The state and the output response curves

图 2 控制器和观测器响应曲线
Fig．2 The control and the observer response curves

图 3 观测误差响应曲线和马尔可夫过程的运行
Fig．3 The observation error response curve and the operation of Markov process

注 3 仿真中选取有限状态空间 S = 1，2{ }，利用代码编程生成马尔可夫过程，运用判断语句按照
位置将相同的状态空间用矩阵存储起来;若某个位置与要存储的状态空间不同，则该位置用 0代替。例
如，利用程序生成的马尔可夫过程为 1，1，2，1，2{ }，判断语句分为矩阵 A = 1 1 0 1 0[ ] 和 B =
0 0 1 0 1[ ] ，最后将矩阵 A和 B搭建到对应的系统模块中，实现了马尔可夫过程与系统仿真模块
相结合的目的。

5 结论

本文探究了具有马尔可夫切换的随机高阶非线性系统的输出反馈镇定问题，通过设计输出反馈控
制器和观测器，使闭环系统有唯一解，且几乎处处渐近稳定。下一步研究重点是将本文结果推广到更一
般的系统，进一步研究带有时滞或未知参数的非线性系统的输出反馈控制问题。
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Output Feedback Stabilization for Stochastic High－order Nonlinear Systems
with Markovian Switching

GU Jiabao，XU Xiaoyu，WANG Ｒuitao，LI Wuquan

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The output feedback stabilization problem for stochastic high order nonlinear systems with Markovian
switching was studied in this paper．First of all，the appropriate Lyapunov function and observer were selected．
Then，the output feedback controller was designed by using Itô and Dynkin formulas，so that the solution of the
closed－loop systems could be proved to be almost surely asymptotically stable．Finally，the effectiveness of con-
trol design was demonstrated by the numerical simulation．
Keywords: Markovian switching; high－order stochastic nonlinear system; output feedback; stability
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