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基于差分隐格式的双层玻璃窗隔热问题分析

范葛贤，刘　 伟

（鲁东大学　 数学与统计科学学院，山东 烟台 ２６４０３９）

摘要：本文使用有限差分隐格式，对双层玻璃窗的隔热问题进行研究并数值模拟。 分析双层玻璃窗结构，建
立关于空间一维的热传导方程；根据热流密度相等给出内边界耦合条件、第一类左边界条件和第三类右边界

条件；对模型方程离散化处理，采用有限差分隐格式进行数值模拟，并分析玻璃总厚度相同时单层玻璃窗的

隔热情况。 对比分析可知，在其他条件相同情况下，室外温度为 ２４. ７８ ℃时，带有厚度为 １２ ｍｍ 空气夹层的

双层玻璃窗的室内温度比单层玻璃窗低 ５. ４１ ℃。
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　 　 双层玻璃窗一般是使用高强度高气密性的复合粘结剂，将两片玻璃和内部含有空气干燥剂的铝合

金框架粘结制作而成，多应用于建筑方面。 相较于单层玻璃窗，双层玻璃窗不仅能够较好地阻隔热量和

声音的传播，还能减少电能的使用，这对加快推动绿色低碳发展、改善人们生活环境具有积极意义。
常见的抛物方程数值方法包含有限差分法、有限元法、有限体积法等。 其中，有限差分法是常用的

成熟有效的数值方法，在抛物问题中有着广泛的应用。 文献［１—３］介绍和推导了热传导方程，对边界

条件的提出作了一定说明；文献［４—５］对热传导方程更高精度的数值格式做了相关研究，研究内容表

明有限差分法是处理传热问题的高效有用的数值方法；文献［６—８］针对抛物方程提出一种高精度数值

格式，并对收敛性和稳定性进行分析。 ＭＡＴＬＡＢ 是数值模拟的重要工具，文献［９］对使用 ＭＡＴＬＡＢ 求解

热传导方程的有限元方法进行了研究；文献［１０］对抛物方程的 ＭＡＴＬＡＢ 求解算法和图像可视化做了相

关介绍；文献［１１］研究如何使用 ＭＡＴＬＡＢ 编程解决有限差分问题，同时介绍了有限差分的数值格式。
实际上，在一些复杂的热量传递问题中，一般很难给出问题的解析解，文献［１２］详细介绍了数值求解流

动和传热问题；文献［１３—１６］对有限差分法的数值解法进行深入研究，并解决了相关实际问题。
本文主要研究双层玻璃窗的隔热问题，包括以下内容：（１） 对双层玻璃窗进行结构分析，建立热传

导模型方程，并给出符号说明；（２） 根据有限差分法给出模型方程的数值格式，以及稳定性和误差分析

的证明；（３） 通过数值模拟，说明有限差分法的适用性和理论分析的正确性；（４） 给出数值算例的结论，
并简要总结研究内容。

１　 建立偏微分方程模型

１． １　 热传导方程

考虑空间某物体的热传导问题，物体温度函数 ｕ 与物体的空间位置和时间有关，即 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，
ｔ），其中，（ｘ，ｙ，ｚ） 表示空间位置变量，ｔ表示时间变量。根据 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律和能量守恒定律，可得非均匀各
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向同性介质的热传导方程［１—２］

ｃρ ∂ｕ
∂ｔ ＝ ∂

∂ｘ ｋ ∂ｕ
∂ｘ( ) ＋ ∂

∂ｙ ｋ ∂ｕ
∂ｙ( ) ＋ ∂

∂ｚ ｋ ∂ｕ
∂ｚ( )， （１）

其中： ｕ 为介质温度，ｃ 为介质比热，ｋ ＞ ０ 表示导热系数，ρ 为介质密度。若介质是均匀的，ｋ，ｃ，ρ 均为常

数，令 ａ２ ＝ ｋ
ｃρ， 由方程（１）可得

∂ｕ
∂ｔ ＝ ａ２ ∂２ｕ

∂ｘ２ ＋ ∂２ｕ
∂ｙ２ ＋ ∂２ｕ

∂ｚ２( )。 （２）

　 　 从双层玻璃窗的介质和结构角度来看，假设玻璃是均匀的，其特性是各向同性的，分布在同一截面

上的温度相同，因此，任一点处的温度函数 ｕ 仅与厚度坐标 ｘ 和时间 ｔ 有关。 简化方程（２）得到空间一维

热传导方程

∂ｕ
∂ｔ ＝ ａ２ ∂２ｕ

∂ｘ２。 （３）

１． ２　 结构分析

本文考虑的双层玻璃窗结构如图 １ 所示，其中： ｕ为室外温度，ｕ１ 为外玻璃温度，ｕ２ 为中间空气层温

度，ｕ３ 为内玻璃层温度，ｕ４ 为室内温度； 两层玻璃之间有一定间隔，内含干燥气体，空气层厚度为

１２ ｍｍ；内外玻璃厚度均为 ５ ｍｍ。
介质变化导致传热系数发生变化，因此热量传递和温度变化不是整体线性的，但临界面处的温度相

同，将各介质层温度函数耦合可以得到整体的温度模型。 由方程（３）可得各介质层的热传导方程，见表 １。

图 １　 双层玻璃窗结构

Ｆｉｇ． １ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ － ｇｌａｚｅｄ ｗｉｎｄｏｗ

　 　

表 １　 各介质层热传导方程及其参数

Ｔａｂ． １ Ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｏｆ ｅａｃｈ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｌａｙｅｒ

介质层 热传导方程 参数 ｘ 取值范围

外玻璃层
∂ｕ１

∂ｔ ＝ ａ２
１
∂２ｕ１

∂ｘ２
ａ２
１ ＝

ｋ１
ｃ１ ρ１

［０，ｄ１）

空气夹层
∂ｕ２

∂ｔ ＝ ａ２
２
∂２ｕ２

∂ｘ２
ａ２
２ ＝

ｋ２
ｃ２ ρ２

［ｄ１，ｄ２］

内玻璃层
∂ｕ３

∂ｔ ＝ ａ２
３
∂２ｕ３

∂ｘ２
ａ２
３ ＝

ｋ３
ｃ３ ρ３

（ｄ２，ｄ３］

１． ３　 初边值条件

在热量传递过程中，由于内临界面是无缝相接的，前一介质流出的热量与后一介质流入的热量相

等，因此耦合条件为

ｋｉ
∂ｕｉ

∂ｎｉ ｄｉ

＝ ｋｉ ＋１
∂ｕｉ ＋１

∂ｎｉ ＋１ ｄｉ

，ｉ ＝ １，２， （４）

其中， ｄｉ 为内临界面的坐标位置，ｎｉ 为各介质在临界面处的外法线方向。
由于整体的温度变化是连续的，因此，根据热流密度相等可以给出耦合条件

ｕｉ（ｘ，ｔ） ｄｉ
＝ ｕｉ ＋１（ｘ，ｔ） ｄｉ

，ｉ ＝ １，２。 （５）
设初始时刻 ｔ ＝ ｔ０ 时，窗户整体温度为 ｕ０， 初始条件为

ｕｉ（ｘ，ｔ） ｔ ＝ ｔ０
＝ ｕ０， ｘ ∈ ［ｄｉ －１，ｄｉ］， ｉ ＝ １，２，３， ｄ０ ＝ ０。 （６）

由于外玻璃与空气直接接触，因此，将白天室外温度作为左边界条件，即
ｕ（ｘ，ｔ） ｘ ＝ ０ ＝ ｕ， ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］。 （７）

热量在双层玻璃窗内部逐层传递，导致不同位置温度不同。 因此，内玻璃与室内临界面处存在温差，产
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生热交换现象，此过程遵循牛顿冷却定律，则右边界条件为

－ ｋ３
∂ｕ３

∂ｎ３
＝ ｋ４（ｕ３ － ｕ４）， （８）

其中， ｋ４ 为牛顿热交换系数，ｕ３ 为内玻璃右边界处的温度，ｕ４ 为室内温度。

１． ４　 模型方程

综合热传导方程（表 １）、耦合条件（４） ～ （５）、初边值条件（６） ～ （８），可得双层玻璃窗的温度分布

模型如下：
∂ｕｉ

∂ｔ ＝ ａ２
ｉ
∂２ｕ
∂ｘ２， ａ２

ｉ ＝
ｋｉ

ｃｉρｉ
， ｉ ＝ １，２，３，

ｋｉ
∂ｕｉ

∂ｎｉ ｄｉ

＝ ｋｉ ＋１
∂ｕｉ ＋１

∂ｎｉ ＋１ ｄｉ

， ｕｉ（ｘ，ｔ） ｄｉ
＝ ｕｉ ＋１（ｘ，ｔ） ｄｉ

， ｉ ＝ １，２，

ｕ０（ｘ，ｔ） ｔ ＝ ｔ０
＝ ｕ０， ｘ ∈ ［０，ｄ３］，

ｕ（ｘ，ｔ） ｘ ＝ ０ ＝ ｕ， ｕ４（ｘ，ｔ） ｘ ＝ ｄ３
＝ ｕ４， ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］，

－ ｋ３
∂ｕ３

∂ｎ３
＝ ｋ４（ｕ３ － ｕ４）。

■

■

■

|
|
|
|
||

|
|
|
|
||

（９）

２　 有限差分隐格式

有限差分法具有简单高效、通用性强且易实现等特点。 由于双层玻璃窗的模型和初边值条件复杂，
无法给出解析解，本文考虑采用有限差分法对模型进行数值模拟。 由 Ｌａｘ 等价定理知，差分格式的稳定

性是差分格式收敛的充要条件。 因此，需要对差分格式进行稳定性分析，也就是在求解过程中，避免因

误差的传播而导致解爆破。

２． １　 稳定性及误差分析

首先对模型方程（９）做离散化处理。 为此，对定解区域进行网格剖分，将时间区间等距剖分成 Ｎ 份，记时

间步长 τ ＝ Ｔ
Ｎ ，同时将各空间区间等距剖分成Ｍ份，记空间步长 ｈ ＝ ｇｉ ｜ ｇｉ ＝

ｄｉ － ｄｉ－１

Ｍ ，ｄ０ ＝ ０，ｉ ＝ １，２，３{ }。
对模型方程（９）中第一个式子的一阶偏导数和二阶偏导数分别采用向后差分和中心差分近似代替，可
得差分方程为

ｕｎ
ｊ － ｕｎ－１

ｊ

τ ＝ α
ｕｎ
ｊ＋１ － ２ｕｎ

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ－１

ｈ２ ， （１０）

其中， ｕｎ
ｊ 表示温度 ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ） 的近似值，α ＝ ａ２ 为方程系数。令 ｕｎ

ｊ ＝ ｖｎｅｉｋｊｈ， 整理方程（１０）得
［ － αλｖｎｅ － ｉｋｈ ＋ （１ ＋ ２αλ）ｖｎ － αλｖｎｅｉｊｈ］ｅｉｋｊｈ ＝ ｖｎ－１ｅｉｋｊｈ， （１１）

其中， λ ＝ τ
ｈ２ 为网格比。 化简可得方程（１０）的增长因子为：

Ｇ（τ，ｋ） ＝ １
１ ＋ ４αλ ｓｉｎ２ １

２ ｋｈ( )
。 （１２）

由于 α ＞ ０，对于任意 λ， Ｇ（τ，ｋ） ≤ １，因此，向后差分格式是无条件绝对稳定的。
下面对不在边界上的任意点（ｘ，ｔ） 的差分格式进行截断误差分析。 对方程（３）中的偏导数采用

Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，得到
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Ｅ１ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） － ｕ（ｘ，ｔ － τ） ＝ ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ τ － １

２
∂２ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ２
τ２ ＋ …， （１３）

Ｅ２ ＝ ｕ（ｘ ＋ ｈ，ｔ） － ２ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｕ（ｘ － ｈ，ｔ） ＝ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ｈ２ ＋ １

１２
∂４ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｘ４ ｈ４ ＋ …。 （１４）

假设解 ｕ（ｘ，ｔ） 是光滑的， 由式（１３）、（１４）可得截断误差为

Ｅ ＝ １
τ Ｅ１ － α １

ｈ２Ｅ２ ＝ － １
２

∂２ｕ
∂ｔ２

τ － α
１２

∂４ｕ
∂ｘ４ｈ

２ ＋ …。 （１５）

通过以上分析可知，截断误差 Ｅ ＝ Ｏ（τ ＋ ｈ２）。

２． ２　 差分隐格式

对热传导方程（３）采用有限差分隐格式离散化处理，可得

－ αｉλ ｉｕｎ
ｉ，ｊ －１ ＋ （１ ＋ ２αｉλ ｉ）ｕｎ

ｉ，ｊ － αｉλ ｉｕｎ
ｉ，ｊ ＋１ ＝ ｕｎ－１

ｉ，ｊ ，ｉ ＝ １，２，３。 （１６）
在各内临界面处，离散耦合关系式为

－
ｋｉ

ｈｉ
ｕｎ
ｉ，ｉＭ ＋ ｋｉ

ｈｉ
＋
ｋｉ ＋１

ｈｉ ＋１

■
■
|

■
■
|ｕｎ

ｉ，ｉＭ＋１ －
ｋｉ ＋１

ｈｉ ＋１
ｕｎ
ｉ，ｉＭ＋２ ＝ ０，ｉ ＝ １，２， （１７）

其中， ｕｎ
ｉ，ｉＭ 表示介质层 ｉ 在位置 ｉＭ 处 ｎ 时刻的数值解温度。

考虑到内玻璃与室内的临界面处存在热交换现象，将其作为第三类边界条件。 为此，对位置坐标采

用向后差分法进行离散整理，得

－
ｋ３

ｈ３
ｕｎ

３，３Ｍ ＋ ｋ４ ＋
ｋ３

ｈ３

■
■
|

■
■
|ｕｎ

３，３Ｍ＋１ ＝ ｋ４ｕｎ
４，３Ｍ＋１。 （１８）

将离散格式（１６） ～ （１８）及相关条件整理后，得到双层玻璃窗温度分布的离散格式

－ αｉλ ｉｕｎ
ｉ，ｊ －１ ＋ （１ ＋ ２αｉλ ｉ）ｕｎ

ｉ，ｊ － αｉλ ｉｕｎ
ｉ，ｊ ＋１ ＝ ｕｎ－１

ｉ，ｊ ，αｉ ＝
ｋｉ

ｃｉρｉ
，ｉ ＝ １，２，３，

－
ｋｉ

ｈｉ
ｕｎ
ｉ，ｉＭ ＋ ｋｉ

ｈｉ
＋
ｋｉ ＋１

ｈｉ ＋１

■
■
|

■
■
|ｕｎ

ｉ，ｉＭ＋１ －
ｋｉ ＋１

ｈｉ ＋１
ｕｎ
ｉ，ｉＭ＋２ ＝ ０，ｉ ＝ １，２，

ｕｉ（ｘ，ｔ） ｜ ｄｉ
＝ ｕｉ ＋１（ｘ，ｔ） ｜ ｄｉ＋１

，

－
ｋ３

ｈ３
ｕｎ

３，３Ｍ ＋ ｋ４ ＋
ｋ３

ｈ３

■
■
|

■
■
|ｕｎ

３，３Ｍ＋１ ＝ ｋ４ｕｎ
４，３Ｍ，

ｕ（ｘ，ｔ） ｜ ｔ ＝ ｔ０
＝ ｕ０，ｘ ∈ ［０，ｄ３］，

ｕ（ｘ，ｔ） ｜ ｘ ＝ ０
＝ ｕ，ｕ（ｘ，ｔ） ｜ ｘ ＝ ｄ３

＝ ｕ４，ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］。

■

■

■

|
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|

（１９）

３　 数值算例

测量白天室外温度，数据见表 ２。 曲线拟合得到左边界条件为

ｕ ＝ － ０． ０１０ １ｘ３ ＋ ０． １０６ １ｘ２ ＋ ２． ６６２ｘ － ５． ６３６，ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］。
假定初始温度 ｕ０ ＝ １７ ℃，室内温度 ｕ４ ＝ １７ ℃；ｔ ∈ ［８，１８］； 其他参数借助 ＭＡＴＬＡＢ 软件求得。

表 ２　 室外气温数据

Ｔａｂ． ２ Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄａｔａ ｏｆ ｏｕｔｄｏｏｒ
采样时刻 ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８
温度 ／ ℃ １７ ２０ ２２ ２２ ２４ ２５ ２５ ２４ ２３ ２０ １８

对定解区域采用不均匀剖分，根据数值格式整理得到方程组 Ａｘ ＝ ｂ，矩阵 Ａ 为三对角线型矩阵。首
先将初始条件代入Ａｘ ＝ ｂ中，得到 ｔ ＝ １ 时所有网格点上的温度值 ｕ２

１，２ ｕ２
１，３ … ｕ２

３，３Ｍ＋１[ ]Ｔ，结合边值
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条件和 ｔ ＝ １ 时间层上的数值解，得到新的右端项 ｂ， 即

ｂ ＝ ｕ２
１，２＋ α１λ１ｕ２

３，１ ｕ２
１，３ … ｕ２

１，Ｍ ０ ｕ２
２，Ｍ＋２ … ｕ２

３，３Ｍｕ４[ ]Ｔ，

将该向量 ｂ再代入方程组，求得 ｔ ＝ ２时的温度值为 ｕ３
１，２ ｕ３

１，３ … ｕ３
３，３Ｍ＋１[ ]Ｔ。按照时间顺序逐层计算，

得到所有网格点上的温度数值，进而得到温度分布情况，如图 ２ 所示。

图 ２　 双层玻璃窗温度分布

Ｆｉｇ． ２ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ － ｇｌａｚｅｄ ｗｉｎｄｏｗ

由图 ２ 可以看到，曲面整体较为光滑，按坡度大致分为 ３ 段，分别是外玻璃层、中间空气层和内玻璃

层的温度随时间变化的情况。 各临界面温度变化情况如图 ３（ａ）所示，可以得到：外玻璃温度与外界温

度几乎相等，最高可达 ２４. ７８ ℃；而内玻璃层温度发生了明显下降，最高温度为 １８. ５６ ℃；玻璃窗内外最

大温差可达 ６. ２２ ℃。 不同时间贯穿双层玻璃窗的温度变化情况如图 ３（ｂ）所示，可以看到，中间气体夹

层处的温度曲线变化明显，这也说明了双层玻璃窗具有良好的隔热效果。

图 ３　 双层玻璃窗温度变化曲线

Ｆｉｇ． ３ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ － ｇｌａｚｅｄ ｗｉｎｄｏｗ

采用相同的处理方式，对总玻璃厚度相同的单层玻璃情况进行分析，温度分布见图 ４。

图 ４　 单层玻璃窗温度分布

Ｆｉｇ． ４ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ － ｇｌａｚｅｄ ｗｉｎｄｏｗ
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通过图 ４ 可以看到，由于没有空气夹层，温度分布曲面整体光滑，并没有出现分段情况。 内外临界

面温度变化见图 ５（ａ），可以得到，单层玻璃情况下热量没有被过多阻隔，在室外温度为 ２４. ７８ ℃时，玻
璃右边界温度最高为 ２３. ９７ ℃，内外温差仅为 ０. ８１ ℃，说明单层玻璃窗基本没有隔热能力。 图 ５（ｂ）为
不同时刻穿过单层玻璃窗的温度变化情况，同样可以看到，在没有中间气体夹层的情况下，玻璃窗内外

温差很小，说明单层玻璃窗基本起不到隔热作用。

图 ５　 单层玻璃窗温度变化曲线

Ｆｉｇ． ５ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ － ｇｌａｚｅｄ ｗｉｎｄｏｗ

比较图 ３ 和图 ５ 得到，对于双层玻璃窗，当外界温度为 ２４. ７８ ℃、室内温度为 １７ ℃时，内玻璃临界

面处最高温度为 １８. ５６ ℃，而相同条件下单层玻璃内界面温度为 ２３. ９７ ℃。 因此，双层玻璃窗在隔热方

面要比单层玻璃效果显著，在保证其他条件相同的情况下，双层玻璃窗的室内温度要比单层玻璃窗的室

内温度低 ５. ４１ ℃。

４　 结论

本文基于差分隐格式对双层玻璃窗隔热问题进行分析。 根据相关物理量和等量关系，建立热传导

模型，并采用有限差分隐格式进行离散化处理。 通过数值求解分析发现：相较于单层玻璃窗，双层玻璃

窗具有良好的隔热性能。 今后的研究工作是考虑具有更复杂边界条件的抛物问题，或者相关问题参数

的反演。
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