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摘要：本文研究了一类带有 Ｈａｒｄｙ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ 临界指数的奇异半线性椭圆型方程。 通过对方程对应能量泛函的

（ＰＳ） ｃ 序列进行研究，用山路引理证明了能量泛函 Ｊ（ｕ）存在一个非零临界点，即得到该方程的一个正解的存

在性。 最后，利用对称性得到了该方程的一个多解性结果。
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　 　 本文主要研究以下半线性椭圆型方程：

－ Δｕ － μ ｕ
ｘ ２

＝ ｕ ２∗（ ｓ） －２

ｘ ｓ ｕ ＋ ｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ Ω，

ｕ ＝ ０，ｘ ∈ ∂Ω，

■

■

■

||

||

（１）

其中： Ω ⊂ ＲＮ（Ｎ ≥ ３） 是有着光滑边界 ∂Ω 的开有界域，０ ∈ Ω；０ ＜ ｓ ＜ ２，０ ≤ μ ＜ �μ： ＝ （Ｎ － ２） ２ ／ ４，

ｆ ∈ Ｃ（Ω × Ｒ，Ｒ），Ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｆ（ｘ，ｓ）ｄｓ；２∗（ ｓ） ＝ ２（Ｎ － ｓ）

Ｎ － ２
是 Ｈａｒｄｙ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ 临界指数。

半线性椭圆型方程（１）解的相关问题来自各向异性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程中对驻波的研究，在流体力学

以及冰川学中也有相关的应用［１］。 文献［２］研究了 ｓ ＝ ０，μ ＝ ０时方程（１） 解的存在性。 之后，这类方程

开始被广泛研究，并得出了许多经典结果［３—６］。 在过去几十年里，人们将关注点更多地放在带有 Ｈａｒｄｙ
临界指数的椭圆型方程，也就是在 ｓ ＝ ０，μ ≠０ 的情况［７—１０］，由于 Ｈ１

０（Ω） 到 Ｌ２∗（Ω） 的嵌入不具有紧性，
导致能量泛函的（ＰＳ） 序列不满足（ＰＳ） 条件，使得该问题变得更加复杂。 近年来，人们开始关注 ｓ≠０，
μ ≠ ０ 的情形，但主要研究 ｆ（ｘ，ｔ） 是某个特定函数的情况［１１—１２］，对于 ｆ（ｘ，ｔ） 是一般项的方程研究

较少［１３—１４］。
受文献［１１］ 和［１３—１４］ 的启发，本文对方程（１） 的非平凡解的存在性和多解性进行了进一步研

究，推广了文献［１４］ 对 ｆ（ｘ，ｔ） 的约束条件，得到的主要定理包含了文献［１４］ 的相应结果。

１　 预备知识

当 ０ ≤ μ ＜ �μ 时，由 Ｈａｒｄｙ 不等式和 Ｈａｒｄｙ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式［１５］ 知，Ｈ１
０（Ω） 空间中的等价范数和内积

分别定义为：

‖ｕ‖ ＝ ∫
Ω

∇ｕ ２ － μ ｕ ２

ｘ ２
■

■
|

■

■
| ｄｘ■

■
|

■

■
|

１
２

，（ｕ，ｖ）： ＝ ∫
Ω

∇ｕ ∇ｖ － μ ｕｖ
ｘ ２

■

■
|

■

■
| ｄｘ。

易得，方程（１）在空间 Ｈ１
０（Ω） 中所对应的能量泛函 Ｊ（ｕ） 和 Ｊ（ｕ） 的 Ｇâｔｅａｕｘ 导数分别为：
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Ｊ（ｕ） ＝ １
２

‖ｕ‖２ － １
２∗（ ｓ）∫Ω

ｕ ２∗（ ｓ） －１

ｘ ｓ ｕｄｘ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ，

〈Ｊ′（ｕ），ｖ〉 ＝ ∫
Ω

∇ｕ ∇ｖ － μ ｕｖ
ｘ ２

■

■
|

■

■
| ｄｘ － ∫

Ω

ｕ ２∗（ ｓ） －１

ｘ ｓ ｖｄｘ － ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｖｄｘ。

　 　 定义最佳 Ｈａｒｄｙ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ 常数为

Ａμ，ｓ（Ω） ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１

０（Ω） ＼ ０{ }

‖ｕ‖２

∫
Ω

ｕ ２∗（ ｓ） ｘ ｓｄｘ( )
２

２∗（ ｓ）

。

根据文献［１１］， Ａμ，ｓ（Ω） 不依赖于 Ω，简记为 Ａμ，ｓ，且当 Ω ＝ ＲＮ 时，由

ｙε（ｘ） ＝
２ε（Ｎ － ｓ）（�μ － μ） �μ[ ]

�μ （２－ｓ）

ｘ �μ － �μ－μ ε ＋ ｘ （２－ｓ） �μ－μ �μ( ) （Ｎ－２） ／ （２－ｓ）

知， Ａμ，ｓ 是可以达到的。 其中，函数 ｙε（ｘ） 是方程 － Δｕ － μ ｕ
ｘ ２

＝ ｕ ２∗（ ｓ） －２

ｘ ｓ ｕ，ｘ∈ＲＮ ＼ ０{ } 的解，且满足

∫
ＲＮ

∇ｙε
２ － μ

ｙε
２

ｘ ２

■

■
|

■

■
| ｄｘ ＝ ∫

ＲＮ

ｙε
２∗（ ｓ）

ｘ ｓ ｄｘ ＝ Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ 。 （２）

令 Ｃε ＝ ２ε（Ｎ － ｓ） �μ － μ( ) �μ( )
Ｎ－２

２（２－ｓ），Ｕε（ｘ） ＝ ｙε（ｘ） ／ Ｃε。 定义截断函数 φ ∈ Ｃ∞

０（Ω），满足：当 ｘ ≤ Ｒ

时，φ（ｘ） ＝ １；当 ｘ ≥ ２Ｒ 时，φ（ｘ） ＝ ０；当 Ｒ ＜ ｘ ＜ ２Ｒ 时，０ ≤ φ（ｘ） ≤ １。

令 ｕε（ｘ） ＝ φ（ｘ）Ｕε（ｘ），ｖε（ｘ） ＝ ｕε（ｘ） ∫
Ω

ｕε（ｘ） ２∗（ｓ） ｘ －ｓｄｘ( )
１ ／ ２∗（ｓ）

，则∫
Ω

ｖε ２∗（ｓ） ｘ －ｓｄｘ ＝ １。

引理 １［１５］ 　 假设 ｖε 的定义如上，则‖ｖε‖２ ＝ Ａμ，ｓ ＋ Ｏ (ε
Ｎ－２
２－ｓ )， 且

∫
Ω

ｖε ｑｄｘ ＝

Ｏ (ε
�μ

２－ｓｑ )，１ ≤ ｑ ＜ Ｎ
�μ ＋ �μ － μ

，

Ｏ (ε
�μ

２－ｓｑ ｌｎ ε )， ｑ ＝ Ｎ
�μ ＋ �μ － μ

，

Ｏ (ε
�μ（Ｎ－ｑ �μ）

（２－ｓ） �μ－μ )，
Ｎ

�μ ＋ �μ － μ
＜ ｑ ＜ ２∗。

■

■

■

|
|
|
||

|
|
|
||

２　 解的存在性和多解性

下面给出本文的主要结论，分别是关于解的存在性和多解性。

定理 １　 设 Ｎ ≥ ３，０ ＜ μ ≤ �μ － １，０ ＜ ｓ ＜ ２，β ＝ �μ ＋ �μ － μ ，ｆ（ｘ，ｔ） 满足：
（ｉ） ｆ ∈ Ｃ（�Ω × Ｒ ＋，Ｒ ＋）， 且ｌｉｍ

ｔ→０ ＋
ｆ（ｘ，ｔ） ／ ｔ ＝ λ， ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｆ（ｘ，ｔ） ｔ２∗（ ｓ） －１ ＝ η， 对于 ｘ ∈ �Ω一致成立， 其中

λ，η ＞ ０；

（ｉｉ） 存在常数 ρ ∈ ２，２∗（ ｓ）( ] ，使得
１
ρ
ｆ（ｘ，ｔ） ｔ － Ｆ（ｘ，ｔ） ≥－ １

２
－ １

ρ
■

■
|

■

■
| λｔ２，对于任意 ｘ∈�Ω，ｔ∈Ｒ ＋

成立；
　 　 则当 ０ ＜ λ ＜ λ １（μ） 时，方程（１） 在 Ｈ１

０（Ω） 中至少有一个正解，其中

λ１（μ） ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１

０（Ω） ＼ ０{ }

‖ｕ‖２ ∫
Ω

ｕ ２ｄｘ。

　 　 证明　 １） 证明方程（１）对应的能量泛函 Ｊ（ｕ） 满足（ＰＳ） ｃ 条件。

假设 ｕｎ{ } ⊂ Ｈ１
０（Ω） 满足 Ｊ（ｕｎ） → ｃ∈ ０，（２ － ｓ）Ａ

Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ ２（Ｎ － ｓ）( ) ，Ｊ′（ｕｎ） → ０。 首先，证明 ｕｎ{ } 在
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Ｈ１
０（Ω） 中是有界的。 利用反证法，不失一般性，假设‖ｕｎ‖→＋ ∞，ｎ→∞，由 Ｊ（ｕｎ） → ｃ知，存在Ｎ１，使得

当 ｎ ＞ Ｎ１ 时，Ｊ（ｕｎ） ＜ ｃ ＋ １。 由 Ｊ′（ｕｎ） → ０ 可得， － １
ρ
〈Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ〉 ＝ ｏ（１）‖ｕｎ‖。 此外，对于任意的

ε １ ∈（０，λ １（μ） － λ），由条件（ｉｉ） 得： １
ρ
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎ － Ｆ（ｘ，ｕｎ） ≥－ １

２
－ １

ρ
■

■
|

■

■
| （λ ＋ ε １）ｕ２

ｎ。 因此，对于任

意 ε １ ∈ （０，λ １（μ） － λ），当 ｎ ＞ Ｎ１， 有

ｃ ＋ １ ＋ ｏ（１）‖ｕｎ‖ ≥ Ｊ（ｕｎ） － １
ρ
〈Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ〉 ≥ １

２
－ １

ρ
■

■
|

■

■
| ‖ｕｎ‖２ － １

２
－ １

ρ
■

■
|

■

■
| （λ ＋ ε１）∫

Ω
ｕ２
ｎｄｘ ≥

１
２

－ １
ρ

■

■
|

■

■
| ‖ｕｎ‖２ － １

２
－ １

ρ
■

■
|

■

■
|

（λ ＋ ε１）
λ１（μ）

‖ｕｎ‖２ ＝ １
２

－ １
ρ

■

■
|

■

■
| １ －

λ ＋ ε１

λ１（μ）
■

■
|

■

■
| ‖ｕｎ‖２。

可以得到， ‖ｕｎ‖ 不趋于正无穷，这与假设矛盾。 因此， ｕｎ{ } 是 Ｈ１
０（Ω） 空间中的有界序列。

由Ｈ１
０（Ω） 的自反性知，存在 ｕ，使得 ｕｎ 弱收敛于 ｕ。 通过嵌入的紧性得到，在 Ｌγ（Ω） 中，ｕｎ → ｕ，其中

１ ＜ γ ＜ ２∗（ ｓ）。 令 ｆ１（ｘ，ｕ） ＝ ｆ（ｘ，ｕ）ｕ，根据条件（ｉ），有 ｆ１（ｘ，ｕｎ） ≤ ａ ＋ ｂ ｕｎ
２∗（ ｓ），由Урысон算子的

性质知， ｆ１：Ｌ２∗（ ｓ）（Ω） → Ｌ１（Ω） 是连续有界算子。 因此，ｌｉｍ
ｎ→∞
∫
Ω
（ ｆ１（ｘ，ｕｎ） － ｆ１（ｘ，ｕ））ｄｘ ＝ ０， 即

ｌｉｍ
ｎ→∞
∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎｄｘ ＝ ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｕｄｘ。 （３）

同理可得， ｌｉｍ
ｎ→∞
∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ ＝ ∫

Ω
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ。 因此，在 Ｈ１

０（Ω） 空间中，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ＝ ｕ。

若 ｕ ≡ ０，由式（３） 和〈Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ〉 ＝ ｏ（１） 知

‖ｕｎ‖２ － ∫
Ω

ｕｎ
２∗（ ｓ） ｘ ｓｄｘ ＝ ｏ（１）， （４）

通过 Ａμ，ｓ 的定义，得

‖ｕｎ‖２ ≥ Ａμ，ｓ ∫
Ω

ｕｎ
２∗（ ｓ） ｘ ｓｄｘ( )

２
２∗（ ｓ）。 （５）

根据式（４）、（５）， ｏ（１） ≥ ‖ｕｎ‖２ １ － Ａ －２∗（ ｓ） ／ ２
μ，ｓ ‖ｕｎ‖２∗（ ｓ） －２( ) 。 若 ‖ｕｎ‖ → ０，则与 ｃ ＞ ０ 矛盾。 因此

‖ｕｎ‖２ ≥ Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ ＋ ｏ（１）。 （６）

由式（４）和（６），有 Ｊ（ｕｎ） ≥ ２ － ｓ
２（Ｎ － ｓ）

Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ ＋ ｏ（１），这与 ｃ ＜ ２ － ｓ

２（Ｎ － ｓ）
Ａ

Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ 矛盾。 因此，Ｊ（ｕ） 满足（ＰＳ） ｃ

条件。
２） 证 明 能 量 泛 函 Ｊ（ｕ） 在 水 平 ｃ ＝ ｉｎｆ

γ∈Γ
ｍａｘ

ｔ∈ ０，１[ ]
Ｊ（γ（ ｔ）） 上 存 在 （ＰＳ） ｃ 序 列， 其

中， Γ ＝ γ ∈ Ｃ（ ０，１[ ] ，Ｈ１
０（Ω））；γ（０） ＝ ０，Ｊ（γ（１）） ＜ ０{ } 。

显然，Ｊ（０） ＝ ０。 此外，由Ｈａｒｄｙ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ不等式和Ｈａｒｄｙ不等式，易得∫
Ω

ｕ ２∗（ ｓ）

ｘ ｓ ｄｘ≤ Ｃ１ ‖ｕ‖２∗（ ｓ），

‖ｕ‖ｑ
ｑ ≤ Ｃ２ ‖ｕ‖ｑ，１ ≤ ｑ ≤ ２∗，ｕ ∈ Ｈ１

０（Ω）。 根据条件（ｉ），存在 ξ， 使得

ｆ（ｘ，ｔ） ≤ （λ ＋ ε１） ｔ ＋ （η ＋ ε１） ｔ２
∗（ ｓ） －１ ＋ ξｔα１，α１ ∈ （１，２∗（ ｓ） － １）。 （７）

于是，

Ｊ（ｕ） ≥ １
２

‖ｕ‖２ －
Ｃ１

２∗（ ｓ）
‖ｕ‖２∗（ ｓ） －

η ＋ ε１

２∗（ ｓ）
‖ｕ‖２∗（ ｓ）

２∗（ ｓ） －
λ ＋ ε１

２
‖ｕ‖２

２ － ξ
α１ ＋ １

‖ｕ‖α１＋１
α１＋１ ≥

１ － （λ ＋ ε１） ／ λ１（μ）
２

‖ｕ‖２ －
Ｃ１

２∗（ ｓ）
‖ｕ‖２∗（ ｓ） －

Ｃ２

２∗（ ｓ）
‖ｕ‖２∗（ ｓ） － ξ

α１ ＋ １
‖ｕ‖α１＋１，

因此，存在 α，ρ ＞ ０，使得 Ｊ（ｕ） ≥ α ＞ ０，∀ｕ ∈ { ｕ ∈ Ｈ１
０（Ω） ｜ ‖ｕ‖ ＝ ρ } 。

此外，根据 Ｆ（ｘ，ｕ） 的非负性，选取 ｕ０ ∈ Ｈ１
０（Ω） ＼ ０{ } ，满足∫

Ω

ｕ０
２∗（ ｓ）

ｘ ｓ ｄｘ ≥ Ｃ３ ＞ ０，则对于任意的
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ｔ ＞ ０，有 Ｊ（ ｔｕ０）≤
ｔ２

２
‖ｕ０‖２ － ｔ２∗（ ｓ）

２∗（ ｓ）
Ｃ３。 由此可得， ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｊ（ ｔｕ０）＝ － ∞，于是存在 ｔ０＞ ０，使得‖ｔ０ｕ０‖＞ ρ，

Ｊ（ ｔ０ｕ０） ≤ ０。 因此，能量泛函 Ｊ（ｕ） 在水平 ｃ 上存在一个（ＰＳ） ｃ 序列。

３） 证明当 ０ ＜ μ ≤ �μ － １ 时，有 ｃ ＜ ２ － ｓ
２（Ｎ － ｓ）

Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ 。

定义函数 ｇ（ ｔ）： ＝ Ｊ（ ｔｖε） ＝ ｔ２

２
‖ｖε‖２ － ｔ２∗（ ｓ）

２∗（ ｓ）
－ ∫

Ω
Ｆ（ｘ，ｔｖε）ｄｘ，�ｇ（ ｔ）： ＝ ｔ２

２
‖ｖε‖２ － ｔ２∗（ ｓ）

２∗（ ｓ）
，则

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｇ（ ｔ） ＝ － ∞，ｇ（０） ＝ ０，且当 ｔ 充分小时，ｇ（ ｔ） ＞ ０。 因此，存在 ｔε ＞ ０，使得 ｇ（ ｔε） ＝ ｓｕｐ
ｔ≥０

ｇ（ ｔ） ＞ ０。 令

ｇ′（ ｔε） ＝ ０，则 ｔε ‖ｖε‖２ － ｔ２∗（ ｓ） －１
ε － ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｔεｖε）ｖεｄｘ ＝ ０， 于是

‖ｖε‖２ ＝ ｔ２∗（ ｓ） －２
ε ＋ １

ｔε
∫
Ω
ｆ（ｘ，ｔεｖε）ｖεｄｘ ≥ ｔ２∗（ ｓ） －２

ε 。

令 �ｔε： ＝ ‖ｖε‖
２

２∗（ ｓ） －２，则 �ｔε ≥ ｔε。 由式（７）可得

∫
Ω
ｆ（ｘ，ｔεｖε）ｖεｄｘ ≤ （λ ＋ ε１） ｔε∫

Ω
ｖ２εｄｘ ＋ （η ＋ ε１） ｔ２

∗（ ｓ） －１
ε ∫

Ω
ｖ２∗（ ｓ）
ε ｄｘ ＋ ξｔα１ε ∫

Ω
ｖα１＋１ε ｄｘ，

则

‖ｖε‖２ ≤ ｔ２∗（ ｓ） －２
ε ＋ （λ ＋ ε１）∫

Ω
ｖ２εｄｘ ＋ （η ＋ ε１） ｔ２

∗（ ｓ） －２
ε ∫

Ω
ｖ２∗（ ｓ）
ε ｄｘ ＋ ξｔα１－１ε ∫

Ω
ｖα１＋１ε ｄｘ。

根据引理 １，当 ε 充分小时，有
ｔ２∗（ ｓ） －２
ε ≥ Ａμ，ｓ － ε２。 （８）

　 　 另一方面，函数 �ｇ（ ｔ） 在 �ｔε ＝ ‖ｖε‖
２

２∗（ ｓ） －２ 处达到最大值，并且在区间 ０，�ｔε[ ] 是单调递增的。 根据条

件（ｉ），有 ｆ（ｘ，ｔ） ≥ （λ － ε１） ｔ ＋ （η － ε１） ｔ２
∗（ ｓ） －１ － ξｔα２，其中 α２ ∈（１，２∗（ ｓ） － １）。 因此，由引理 １ 和式

（８），得

ｇ（ ｔε） ≤ ２ － ｓ
２（Ｎ － ｓ）

‖ｖε‖
２（Ｎ－ｓ）

２－ｓ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｔεｖε）ｄｘ ≤

２ － ｓ
２（Ｎ － ｓ）

Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ －

λ － ε１

２
ｔ２ε∫

Ω
ｖε ２ｄｘ ＋ ξ

α２ ＋ １
ｔα２＋１ε ∫

Ω
ｖε α２＋１ｄｘ －

η － ε１

２∗（ ｓ）
ｔ２∗（ ｓ）
ε ∫

Ω
ｖε ２∗（ ｓ）ｄｘ ＋ Ｏ (ε

Ｎ－２
２－ｓ ) ≤

２ － ｓ
２（Ｎ － ｓ）

Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ －

（λ － ε１） （Ａμ，ｓ － ε２）
２

２∗（ ｓ） －２

２ ∫
Ω

ｖε ２ｄｘ ＋ Ｏ (ε
Ｎ－２
２－ｓ ) ＋ ξ

α２ ＋ １
（Ａμ，ｓ － ε２）

α２＋１

２∗（ ｓ） －２∫
Ω

ｖε α２＋１ｄｘ －

η － ε１

２∗（ ｓ）
Ａμ，ｓ － ε２( )

２∗（ ｓ）
２∗（ ｓ） －２∫

Ω
ｖε ２∗（ ｓ）ｄｘ。

根据引理 １，有

∫
Ω

ｖε ２ｄｘ ＝ Ｏ ■

■
|ε

Ｎ－２
（２－ｓ） �μ－μ ■

■
|，∫

Ω
ｖε ２∗（ ｓ）ｄｘ ＝ Ｏ ■

■
|ε

ｓ（Ｎ－２）
２（２－ｓ） �μ－μ ■

■
|，∫

Ω
ｖε α２＋１ｄｘ ＝ Ｏ ■

■
|ε

�μ［Ｎ－（α１＋１） �μ ］

（２－ｓ） �μ－μ ■

■
|。

又因为
ｓ（Ｎ － ２）

２（２ － ｓ） �μ － μ
＜

�μ Ｎ － （α２ ＋ １） �μ[ ]

（２ － ｓ） �μ － μ
＜ Ｎ － ２

（２ － ｓ） �μ － μ
＜ Ｎ － ２

２ － ｓ
，所以选择 ε，ε１ 和 ε２ 充

分小时，有 ｃ ≤ ｇ（ ｔε） ＜ ２ － ｓ
２（Ｎ － ｓ）

Ａ
Ｎ－ｓ
２－ｓ
μ，ｓ 成立。 利用山路引理，方程（１） 存在一个非负解 ｕ ∈ Ｈ１

０（Ω）。

定理 ２　 设 Ｎ ≥ ３，０ ＜ μ ≤ �μ － １，０ ＜ ｓ ＜ ２， β ＝ �μ ＋ �μ － μ ， ｆ（ｘ，ｔ） 满足条件（ｉｉ） 以及条件

（ｉｉｉ） ｆ ∈ Ｃ（�Ω × Ｒ，Ｒ，），并且 ｌｉｍ
ｔ →０＋

ｆ（ｘ，ｔ） ／ ｔ ＝ λ， ｌｉｍ
ｔ →＋∞

ｆ（ｘ，ｔ） ｔ２∗（ｓ） －１＝ η，对于 ｘ∈Ω一致成立，其中 λ，η＞０。

则当 ０ ＜ λ ＜ λ １（μ） 时，方程（１） 在 Ｈ１
０（Ω） 空间中至少有两个非平凡解。

证明 　 由于条件（ｉｉｉ）包含条件（ｉ），故定理１隐含了方程（１）存在一个正解ｕ１。 令 ｆ（ｘ，ｔ）＝ － ｈ（ｘ， － ｔ），
考虑方程
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－ Δｕ － μ ｕ
ｘ ２

＝ ｕ ２∗（ ｓ） －２

ｘ ｓ ｕ ＋ ｈ（ｘ，ｕ）， （９）

注意到， ｈ（ｘ，ｕ） 满足定理 １ 中的条件（ｉ）、（ｉｉ），故方程（９） 至少存在一个非负解 ｖ。 令 ｕ２ ＝ － ｖ，则 ｕ２ 是
方程（１） 的一个解。 显然，ｕ１ ≠ ０，ｕ２ ≠ ０。 所以方程（１） 至少有两个不同的非平凡解。

３　 结语

本文利用变分理论中的山路引理， 证明所研究方程的能量泛函满足 （ＰＳ） ｃ 条件， 给出带有

Ｈａｒｄｙ⁃Ｓｏｂｏｌｅｖ 临界指数的半线性椭圆型方程解的存在性定理，并且对一般项 ｆ（ｘ，ｔ） 的约束条件进行了
推广，给出了多解性定理。 如何将本文所得结果推广到更一般的 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 椭圆型方程，以及探索当
�μ － １ ＜ μ ＜ �μ 时方程（１） 的非平凡解的存在性条件， 将是下一步研究的重点。
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