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基于经济模型预测控制的证券投资组合策略
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摘要：证券投资的目的是实现收益最大化的同时将风险降到最低。 针对风险态度不同的投资者，本文利用经

济模型预测控制（ＥＭＰＣ）研究多目标证券投资组合问题，通过 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法求解得到不同风险态度下保证收

益最大化和风险最小化的多目标证券投资组合策略。 最后，通过仿真验证了该策略的有效性。
关键词：多目标优化；证券投资组合；经济模型预测控制；Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法；风险规避系数
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　 　 证券投资组合是将持有资金投资于若干项资产，如股票、债券等，以达到收益最大化和风险最小化

的投资目标［１］。 收益和风险是影响投资者进行投资决策的因素，文献［２—３］仅考虑了风险最小化的投

资目标。 由于投资者对待风险的不同态度影响其对收益和风险的权衡［４］，因此通过引入风险规避系

数，研究持不同风险态度的投资者同时实现收益最大化和风险最小化的投资决策。 文献［５—１２］运用

控制理论提出了多阶段投资组合优化问题的最优投资策略，其中模型预测控制采用滚动优化方式，且处

理约束能力强；文献［１３—１８］利用模型预测控制制定实现投资目标的证券投资组合策略。
文献［１９］提出利用 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法处理模型预测控制中的多个冲突目标，该方法的计算过程不依赖

稳态帕累托前沿的构建，易应用于实际证券投资组合系统。 但在利用 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法求解多目标证券投

资组合问题中，收益最大化和风险最小化的投资目标相互冲突，投资目标函数在投资平衡点不为零，利
用预测控制得到的最优证券投资组合策略通常不能获得稳定的投资组合财富。 因此，可以将多目标证

券投资组合问题作为一类特殊的经济模型预测控制问题进行求解。
文献［２０］提出“经济模型预测控制”这一概念。 文献［２１］证明了当代价函数在最优稳态下具有非

零梯度，且模型预测控制满足正则性条件时，经济最优的标称稳定性是无法实现的，因此，ＥＭＰＣ 的平均

性能必然比跟踪模型预测控制差。 为解决这一问题，通过引入线性终端惩罚来修正稳态点梯度，提高经

济最优稳态的一致指数稳定性。 文献［２２］引入最优平衡点的正定辅助函数，利用 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法得到具

有多个经济性能指标的稳定多目标经济模型预测控制策略；文献［２３］针对一类存在不可达状态的非线

性切换系统，利用基于耗散的 ＥＭＰＣ 辅助经济指标，得到逼近原经济性能指标的切换控制策略；文献

［２４］针对存在有界扰动的约束非线性系统，利用微分对策理论优化相互冲突的经济性能指标和鲁棒稳

定性能指标，保证有界扰动下闭环系统的 ＩＳＳ 稳定性。
本文基于 ＥＭＰＣ 方法，提出证券投资组合策略。 通过构造带有终端惩罚的代价函数，求解终端约

束下的有限时域 ＥＭＰＣ 问题，得到不同风险态度下同时满足收益最大化和风险最小化的多目标证券投

资组合策略。

１　 证券投资组合模型

考虑由 ｎ 项风险资产和 １ 项无风险资产组成的投资组合。 假设投资过程包含多个阶段，在每一个
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阶段投资者获取新的资产信息，并通过买入或卖出部分资产应对新的市场状态（允许卖空）。
将文献［３］ 模型中 ｋ时刻第 ｉ项风险资产的买入金额 ｕ ＋

ｉ （ｋ） 和卖出金额 ｕ －
ｉ （ｋ） 合并，记为 ｕｉ（ｋ），其

中，ｕｉ（ｋ） ＞ ０和 ｕｉ（ｋ） ＜ ０分别为投资者在 ｋ时刻买入、卖出第 ｉ项风险资产的金额，ｕｉ（ｋ） ＝ ０表示不交

易的情形。 则投资者持有第 ｉ 项风险资产的价值为

ｘｉ（ｋ ＋ １） ＝ ( １ ＋ ηｉ（ｋ ＋ １） ) ( ｘｉ（ｋ） ＋ ｕｉ（ｋ） )， ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１）

其中， ηｉ（ｋ ＋ １） 为第 ｉ 项风险资产在［ｋ，ｋ ＋ １］ 的收益率。
同样地，投资者持有无风险资产的价值为

ｘｎ＋１（ｋ ＋ １） ＝ （１ ＋ ｒ１） ( ｘｎ＋１（ｋ） ＋ ｕｎ＋１（ｋ） )， （２）

其中， ｒ１ 为无风险资产收益率，ｕｎ＋１（ｋ） ≥ ０ 为 ｋ 时刻投资无风险资产的金额。
假设投资者在需要时借入资金，借款金额的动态变化为

ｘｎ＋２（ｋ ＋ １） ＝ （１ ＋ ｒ２） ( ｘｎ＋２（ｋ） ＋ ｕｎ＋２（ｋ） )， （３）

其中： ｒ２ 为无风险借款利率，且 ｒ１ ＜ ｒ２；ｕｎ＋２（ｋ） 为 ｋ 时刻的借款金额。
综上，ｋ 时刻的投资组合总财富表示为

ｙ（ｋ） ＝ ∑
ｎ＋１

ｉ ＝ １
ｘｉ（ｋ） － ｘｎ＋２（ｋ）。 （４）

　 　 对于证券投资组合系统（１） ～ （４），令 ｘ（ｋ） ＝ ｘ１（ｋ） ｘ２（ｋ） … ｘｎ＋２（ｋ）[ ] Ｔ 为投资组合系统在 ｋ

时刻的状态向量，ｕ（ｋ） ＝ ｕ１（ｋ） ｕ２（ｋ） … ｕｎ＋２（ｋ）[ ] Ｔ 为输入向量，投资组合总财富 ｙ（ｋ） 为 ｋ 时刻

的输出变量。 那么，证券投资组合模型可以写为下列状态空间形式：
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ），
ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ），{ （５）

其中： Ａ（ｋ）＝ ｄｉａｇ １ ＋ η １（ｋ），…，１ ＋ η ｎ（ｋ），１ ＋ ｒ１，１ ＋ ｒ２{ } 为系统矩阵；Ｂ（ｋ） 为输入矩阵，满足Ｂ（ｋ）＝
Ａ（ｋ）；Ｃ ＝ １ … １ － １[ ] 为输出矩阵。　 　 　 　 　 　 ■■ ■| |

ｎ＋１

由于无风险资产的价值和借款金额至少为零（若无风险资产的价值小于零，投资者不会进行投资；
若借款金额小于零，则此项资产变为收益率为 ｒ２ 的无风险资产），则 ｘｎ＋１（ｋ ＋ １） ≥ ０，ｘｎ＋２（ｋ ＋ １） ≥ ０。
由于本文允许卖空，设卖空金额为 ｄｉ（ｋ） ≥ ０； 为保证证券市场交易秩序，假设交易金额受到限制。 因

此，可以得到：
ｘｎ＋１（ｋ） ＋ ｕｎ＋１（ｋ） ≥ ０，
ｘｎ＋２（ｋ） ＋ ｕｎ＋２（ｋ） ≥ ０，
ｘｉ（ｋ） ＋ ｕｉ（ｋ） ≥－ ｄｉ（ｋ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
ｕｍｉｎ ≤ ｕ（ｋ） ≤ ｕｍａｘ，

■

■

■

|
||

|
||

（６）

其中， ｕｍｉｎ ＝ ｕｍｉｎ，１ ｕｍｉｎ，２ … ｕｍｉｎ，ｎ＋２[ ] Ｔ，ｕｍａｘ ＝ ｕｍａｘ，１ ｕｍａｘ，２ … ｕｍａｘ，ｎ＋２[ ] Ｔ，ｕｍｉｎ，ｉ，ｕｍａｘ，ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，
ｎ ＋ ２） 分别为各项资产的最低和最高交易金额。

２　 多目标证券投资组合问题

投资者的投资目的是获得较高投资收益的同时使投资风险尽可能低，因此，本文研究如何制定证券

投资策略，使投资者在保证投资收益最大化的同时，尽可能降低投资风险，以实现期望投资目标。

２．１　 考虑收益最大化和风险最小化的证券投资组合问题

收益最大化的投资目标：

ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

Ｌ１ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ＝ ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

－ ηＴ（ｋ ＋ １） (ｘ（ｋ） ＋ ｕ（ｋ） ){ } ， （７）
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其中， η（ｋ ＋ １） ＝ η １（ｋ ＋ １） … η ｎ（ｋ ＋ １） ｒ１ － ｒ２[ ] Ｔ。
将实际投资组合财富与参考投资组合财富的误差和交易金额进行加权，以衡量证券投资组合的风

险，则风险最小化的投资目标为：

ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

Ｌ２ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ＝ ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

γ ( ｙ（ｋ） － Ｖ０（ｋ） )
２ ＋ ｕＴ（ｋ）Ｒｕ（ｋ）， （８）

其中： γ 为实际投资组合财富与参考投资组合财富的误差权系数，Ｒ 为交易金额加权矩阵；Ｖ０（ｋ） ＝ （１ ＋
μ ０） ｋＶ０（０） 表示参考投资组合财富，Ｖ０（０） 表示初始参考投资组合财富，μ ０ 表示参考收益率。

假设在投资初始时刻，投资组合价值为ｘ（０）＝ ｘ０ ＝ ｘ０，１ ｘ０，２ … ｘ０，ｎ＋２[ ] Ｔ，其中ｘ０，ｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ ＋ ２）
为各项资产的初始价值。 在实际证券投资组合过程中，高收益往往伴随着高风险，因此收益最大化与风

险最小化两个投资目标是相互冲突的，往往不能同时实现，因此，在投资末期投资组合价值只能保证具

有尽可能高的收益和尽可能低的风险，即：
ｘ（Ｎ） ∈ Ω，Ω ＝ Ｂ（ｘｓ，δ）， （９）

其中： Ｎ 为投资阶段数，ｘ（Ｎ） 表示末期投资组合价值；Ω 表示投资末期投资组合价值的范围，Ｂ（ｘｓ，δ）
是中心为 ｘｓ（ｘｓ 为稳态平衡点），半径为 δ 的球域。

令 ＺＮ，ｐ ＝ { (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ｓ．ｔ．式（６），∀ｋ∈Ｚ０：Ｎ－１， (ｘ（Ｎ），ｕ（Ｎ） ) ∈Ω } ，则ＸＮ，ｐ ＝

{ ｘ（ｋ） 存在 ｕ（ｋ），使得 (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ∈ ＺＮ，ｐ } 。

投资目标为：（ａ）收益最大化；（ｂ）风险最小化。 由此，得到多目标证券投资组合问题为：

ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

Ｌ１ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) Ｌ２ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） )[ ]
Ｔ
，

ｓ．ｔ．
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ），ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ），

(ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ∈ ＺＮ，ｐ，ｘ（０） ＝ ｘ０，ｘ（Ｎ） ∈ Ω。{

■

■

■

|
|

|
|

（１０）

２．２ 基于 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法的多目标证券投资组合问题

在证券投资过程中，投资目标（ａ）与（ｂ）冲突。 对于此类涉及两个及以上目标的预测控制问题，
Ｖｉｃｔｏｒ 提出 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法对其进行求解［１９］。

定义 １［２５］ 　 多目标问题（１０）的一个可行点 （ｘｐ，ｕｐ） 是帕累托最优的，当且仅当不存在其他的可行

点 (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） )，使得 Ｌｉ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ≤ Ｌｉ（ｘｐ，ｕｐ），∀ｉ∈ １，２{ } ，且对于至少一个指标 ｉ∈ １，２{ } ，有

Ｌｉ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ＜ Ｌｉ（ｘｐ，ｕｐ）。

定义 ２［１７］ 　 若帕累托的解集合不是空集，则该集合在代价空间中的边界称作帕累托前沿。
稳态Ｕｔｏｐｉａ点由代价空间中分量 Ｌｉ（ｘＬ，ｓ

ｉ ，ｕＬ，ｓ
ｉ ）（ ｉ ＝ １，２） 的解（ｘＬ，ｓ

ｉ ，ｕＬ，ｓ
ｉ ） 确定，其中 Ｌｉ（ｘＬ，ｓ

ｉ ，ｕＬ，ｓ
ｉ ）（ ｉ ＝

１，２） 由问题（１０） 的解给出。 Ｕｔｏｐｉａ点记为ＬＬ，ｓ ＝ ＬＬ，ｓ
１ ＬＬ，ｓ

２[ ]
Ｔ，尽管问题（１０） 中投资目标是冲突的，即

Ｕｔｏｐｉａ 点是不可到达的，但 Ｕｔｏｐｉａ 点可作为一个参考点加以利用。
稳态折衷解（ｘｓ，ｕｓ） 由下述最小距离问题的解 Ｌ（ｘｓ，ｕｓ） 给出：

ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

‖Ｌ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) － ＬＬ，ｓ‖２
Ｑ（ｙ（ｋ），ｋ），

ｓ．ｔ．
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ），ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ），

(ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ∈ ＺＮ，ｐ，ｘ（０） ＝ ｘ０，ｘ（Ｎ） ∈ Ω，{

■

■

■

|
|

|
|

（１１）

其中：

Ｌ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ＝ Ｌ１ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) Ｌ２ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） )[ ]
Ｔ
，

‖Ｌ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) － ＬＬ，ｓ‖２
Ｑ（ｙ（ｋ），ｋ） ＝ Ｌ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) － ＬＬ，ｓ[ ]

Ｔ
Ｑ ( ｙ（ｋ），ｋ ) Ｌ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) － ＬＬ，ｓ[ ] ；

Ｑ ( ｙ（ｋ），ｋ ) ＝
ｑ１ ０
０ ｑ２（ｙ（ｋ），ｋ）

■

■

|
|

■

■

|
|
为 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪权矩阵；ｑ２ ( ｙ（ｋ），ｋ ) ＝ ｃ

ｙ（ｋ）
为风险规避系数，衡量投
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资者对投资风险的态度。
这样，多目标证券投资组合问题（１０） 就转化为形如式（１１） 的 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪问题。

３　 基于 ＥＭＰＣ 的最优证券投资组合策略

由于投资目标（ａ） 与（ｂ） 冲突，问题（１１） 中的目标函数在稳态平衡点 ｘｓ 不为零，即该目标函数在稳

态平衡点 ｘｓ 不是正定的，因此，下面利用基于多目标优化的 ＥＭＰＣ 制定最优投资组合策略。
令经济性能函数为

Ｌｅ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ＝ ‖Ｌ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) － ＬＬ，ｓ‖２
Ｑ（ｙ（ｋ），ｋ）。 （１２）

为保证各项投资资产的末期价值在球域 Ω 内，对超出此球域的情形设置代价函数，以惩罚远离 Ｕｔｏｐｉａ
点的投资组合。 进一步定义目标函数为：

ＶＮ（ｘ，ｕ） ＝ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｌｅ (ｘ（ｋ ＋ ｊ ｋ )，ｕ ( ｋ ＋ ｊ ｋ） ) ＋ Ｖｆ (ｘ（Ｎ ｋ） )， （１３）

其中， Ｖｆ (ｘ（Ｎ ｋ） ) 为惩罚远离 Ｕｔｏｐｉａ 点的投资组合的终端代价函数。 那么，多目标证券投资组合问

题可表示为如下的 ＥＭＰＣ 问题：

ｍｉｎ
ｕ（ｋ）

ＶＮ (ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） )，

ｓ．ｔ．
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ），ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ），

(ｘ（ｋ），ｕ（ｋ） ) ∈ ＺＮ，ｐ，ｘ（０） ＝ ｘ０，ｘ（Ｎ） ∈ Ω。{

■

■

■

|
|

|
|

（１４）

　 　 通过在每个采样时刻求解 ＥＭＰＣ 问题（１４），得到最优控制序列

ｕ∗（ｋ） ＝ ｕ∗（ｋ ｋ） ｕ∗（ｋ ＋ １ ｋ） … ｕ∗（ｋ ＋ Ｎ － １ ｋ）[ ] Ｔ，

将该序列的的第一个控制 ｕ∗（ｋ ｋ） 施加于证券投资组合系统， 得到反馈控制律为 ｋ (ｘ（ｋ） ) ＝

ｕ∗（ｋ ｋ）， 此时证券投资组合系统（５）为
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｋ（ｘ（ｋ）），
ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ）。{ （１５）

４　 仿真实例

本节通过一个实例来验证控制策略的可行性。 仿真数据来自纽约证券交易所 ２０１６ 年 ９ 月—２０１９
年 １１ 月的资产数据。

考虑投资者投资 ２ 项风险资产和 １ 项无风险资产，且可以在需要时借入资金。 假设无风险资产的

利率 ｒ１ ＝ ０. ００２，借款利率 ｒ２ ＝ ０. ００３，预测时域和控制时域为 ５。
投资开始时， 假设投资者初期将全部资金投资于无风险资产， 因此， 各项资产的初始价值为 ｘ１（０） ＝ ０，

ｘ２（０） ＝ ０，ｘ３（０） ＝ １，ｘ４（０） ＝ ０，投资者的初始财富为 ｙ（０） ＝ ０。
假设借入资金的数量不超过 ｙ（ｋ）， 且禁止卖空， 即 ｄ０（ｋ） ＝ ｙ（ｋ），ｄ１（ｋ） ＝ ｄ２（ｋ） ＝ ０，ｕｍｉｎ ＝

－ １ － １ － １ － １[ ] Ｔ，ｕｍａｘ ＝ １ １ １ １[ ] Ｔ；取实际投资组合财富与参考投资组合财富的误差权

系数 γ ＝ ０. ２，交易金额权矩阵 Ｒ ＝ ｄｉａｇ ０．１，０．１，０．１，０．１{ } ，初始参考投资组合财富 Ｖ０（０） ＝ １，参考收益

率 μ ０ ＝ ０. ００１；风险爱好者、风险中性者、风险厌恶者的 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪权矩阵分别为 Ｑ１ ( ｙ（ｋ），ｋ ) ＝

ｄｉａｇ ０．８，０．２ｙ －１（ｋ）{ } ，Ｑ２ ( ｙ（ｋ），ｋ ) ＝ ｄｉａｇ ０．５，０．５ｙ －１（ｋ）{ } ，Ｑ３ ( ｙ（ｋ），ｋ ) ＝ ｄｉａｇ ０．２，０．８ｙ －１（ｋ）{ } 。 仿

真结果见图 １、２。
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图 １　 投资组合的期望财富

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｗｅａｌｔｈ ｏｆ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ

图 ２　 实际投资组合财富与参考投资组合财富误差的平方

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｃｔｕａｌ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｗｅａｌｔｈ ａｎｄ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｗｅａｌｔｈ

　 　 图 １ 表明，在投资过程中，投资组合财富整体处于增长趋势，即所设计的证券投资组合策略有正的

收益，且风险规避系数越小，收益越高；图 ２ 表明在制定的投资策略下，投资组合财富的风险处于较低水

平，随着风险规避系数增大，风险降低。 综合图 １、２，本文设计的证券投资组合策略很好地权衡不同风

险态度下收益最大化和风险最小化的投资目标。

５　 结语

本文基于 ＥＭＰＣ 提出了一种最优证券投资组合策略，通过 Ｕｔｏｐｉａ 跟踪法求解多目标证券投资组合

控制问题。 考虑到投资者进行投资决策时存在一定的时间延迟，未来主要考虑存在时间延迟的证券投

资组合问题。
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