
鲁东大学学报( 自然科学版)

Journal of Ludong University( Natural Science Edition) 2023，39( 3) : 225—231

收稿日期: 2021-12-28; 修回日期: 2023-01-10
基金项目: 国家自然科学基金( 61573179)

通信作者简介: 王天成( 1967—) ，男，教授，硕士研究生导师，博士，研究方向为随机非线性控制。E－mail: cumt－wtc@ 163． com

Doi: 10． 20062 / j． cnki． CN 37－1453 /N． 2023． 03． 005

一类随机时滞系统的有限时间 H∞ 滤波

陈 瑾，王天成

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要: 本文主要研究一类带有界干扰的随机时滞系统的有限时间 H∞ 滤波问题。将有限时间引入带时滞的

H∞ 滤波问题中，通过构造合适的李雅普诺夫泛函，结合 Itô 公式得出随机时滞系统具有有限时间 H∞ 性能的

滤波器的设计算法，使得滤波器的误差系统有限时间随机有界。同时，利用 LMI 工具箱求出满足有限时间 H∞

性能的滤波器参数。最后数值算例说明本文方法的可行性。
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本文考虑如下时滞随机系统:

dx( t) = ( ( A0 + ΔA) x( t) + Adx( t － τ) + ( B0 + ΔB) v( t) ) dt + ( C0 + ΔC) x( t) dω0( t) ，

dy( t) = ( A1x( t) + B1v( t) ) dt + C1x( t) dω1( t) ，

z( t) = Mx( t) ，
{ ( 1)

其中 : x( t) ∈ Ｒn 为系统的状态，y( t) ∈ Ｒ r 为输出，z( t) ∈ Ｒm 为测量输出信号，v( t) 为外界干扰

信号，τ 为状态延迟 ; ω 0( t) ，ω 1( t) 为定义在概率空间 ( Ω，F，Ft，P) 上相互独立的标准布朗运动，

Ft = σ ( ω 0( s) ，ω 1( s) ) : 0 ≤ s ≤ t{ } ; A0，Ad，B0，C0，A1，B1，C1，M 为具有适当维数的常数矩阵 ;

ΔA，ΔB，ΔC 范数有界，满足 :

ΔA ΔB ΔC[ ] = GF( t) H0 H1 H2[ ] ，FT( t) F( t) ≤ I，
G，H0，H1，H2 为适当维数的常数矩阵，矩阵 F( t) 的各个元素是 Lebesgue 可测。

近年来有关随机控制系统的研究逐渐增多，实际工程对系统的控制精度要求更高。由于外部干扰

在很大程度上影响系统的状态估计，为获取更准确的系统状态信息，可以采用滤波的方式从量测输出中

估计系统真实的状态信息。H∞ 滤波器［1］ 是目前常用的滤波器，有关随机控制系统 H∞ 滤波取得许多研

究成果。文献［2］针对多频率区间的 Delta 算子系统，设计了降阶 H∞ 滤波器; 文献［3］研究了一类非线

性奇异时滞系统的 H∞ 滤波问题; 文献［4—5］通过构造新的李雅普诺夫泛函，分别对带马尔可夫跳变的

中立型混合时滞系统设计了 H∞ 滤波器; 文献［6—7］研究了具有范数有界参数不确定性的中立型混合

时滞系统的 H∞ 滤波问题。
以上关于H∞ 滤波问题的研究是基于李雅普诺夫意义下的随机稳定，服从于具有无限稳定时间的动

力系统。然而，网络控制、化工产业等实际应用领域，往往关注系统有限时间内的性能，而无限时间上稳

态性能的好坏不能代表某一特定时间稳态性能的好坏。因此，针对系统的暂态性能，文献［8—11］提出

了有限时间稳定和有限时间有界的定义，文献［12］设计了一类下三角非线性系统的有限时间输出反馈

控制器，文献［13—14］分别研究切换系统和网络系统的有限时间控制问题。
本文基于有限时间有界的定义，对一类带有时滞的随机系统设计 H∞ 滤波器，同时考虑系统在某一

特定时间段内的暂态响应和对外部干扰的抑制效果; 通过求解 LMI，设计使系统满足有限时间随机有界
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的 H∞ 滤波器。

1 预备知识

针对时滞随机系统( 1) ，构造如下形式的滤波器:

dx̂( t) = ( Af x̂( t) + Ad x̂( t － τ) ) dt + Bfdy( t) ，x̂( 0) = x̂0，

ẑ( t) = Mf x̂( t) ，{ ( 2)

其中，̂x( t) 为滤波器的状态变量，Af，Bf，Mf 为待定矩阵。

定义 e( t) = x( t) － x̂( t) ，�z( t) = z( t) － ẑ( t) ，�x( t) = xT( t) eT( t)[ ] T，由系统( 1) 和滤波器( 2) ，得到

关于滤波误差的增广系统:

d�x( t) = ( �A�x( t) + �Ad�x( t － τ) + �Bv( t) ) dt + �C�x( t) dω0( t) + �D�x( t) dω1( t) ，

�z( t) = �M�x( t) ，{ ( 3)

其中: �A =
A0 + ΔA 0

A0 + ΔA － BfA1 － Af Af
[ ] ，�Ad =

Ad0

0Ad
[ ] ，�B =

B0 + ΔB

B0 + ΔB － BfB1
[ ] ，�C =

C0 + ΔC 0

C0 + ΔC 0[ ] ，

�D =
0 0

－ BfC1 0[ ] ，�M = M － Mf Mf[ ] 。

假设 1 给定常数 T ＞ 0，外界干扰信号 v( t) 是时变的，且满足 E∫
T

0
vT( t) v( t) dt≤ d，d ＞ 0。

引理 1［15］( Schur 补引理) 对于任意对称矩阵 M =
A B
C D[ ] ，M ＜ 0 的充要条件为: D ＜ 0，A －

BD －1C ＜ 0 或 A ＜ 0，D － CA －1B ＜ 0。
引理 2［16］ 给定矩阵 M，N，对于任意满足 FTF≤ I 的矩阵 F，有

MFN + NTFTMT ≤ MMT + NTN。
定义 1［17］ 考虑系统( 3) ，给定正定矩阵Ｒ，有限时间T ＞ 0 以及常数 d ＞ 0，c1 ＜ c2，如果 v( t) 满足

假设 1，且�xT( 0) Ｒ�x( 0) ≤ c1⇒E( �xT( t) Ｒ�x( t) ) ＜ c2，∀t∈ 0，T[ ] ，那么称系统( 3) 关于( c1，c2，T，Ｒ，d)

有限时间随机有界。
定义 2［18］ 如果系统( 3) 关于( c1，c2，T，Ｒ，d) 是有限时间随机有界的，且在零初始条件下有

E∫
T

0
�zT( t) �z( t) dt ＜ γ2E∫

T

0
vT( t) v( t) dt，

则称系统( 3) 关于 ( c1，c2，T，Ｒ，d) 具有给定的有限时间 H∞ 性能指标 γ，其中 γ ＞ 0。

2 主要结果

2． 1 有限时间 H∞ 性能分析

定理 1 如果存在标量 α ≥ 0，γ ＞ 0，正定矩阵 Q，满足:

Π11 － α�Q �Q�B �Q�Ad �MT

�BT�Q － γ2I 0 0
�AT

d�Q 0 － �Q 0

�M 0 0 － I

















＜ 0， ( 4)

1
λmin( Q)

eαT( ( 1 + τ) λmax( Q) c1 + γ2d) ＜ c2， ( 5)
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则系统( 3) 关于 ( c1，c2，T，Ｒ，d) 是有限时间随机有界的，且具有给定的有限时间 H∞ 性能指标 γ，其中，

�Q = Ｒ1 /2QＲ1 /2，Π11 = �Q�A + �AT�Q + �CT�Q�C + �DT�Q�D + �Q。

证明 设 �Q = Ｒ1 /2QＲ1 /2( Q ＞ 0) ，选取 Lyapunov 泛函 V( �x( t) ) = V1( �x( t) ) + V2( �x( t) ) ，其中，

V1( �x( t) ) =�xT( t) �Q�x( t) ，V2( �x( t) ) = ∫
t

t －τ
�xT( s) �Q�x( s) ds。由 Itô 公式可得

LV1( �x( t) ) =�xT( t) �Q( �A�x( t) + �Ad�x( t － τ) + �Bv( t) ) + ( �A�x( t) + �Ad�x( t － τ) + �Bv( t) ) T�Q�x( t) +

( �C�x( t) ) T�Q( �C�x( t) ) + ( �D�x( t) ) T�Q( �D�x( t) ) =
�xT( t) �Q�A�x( t) + �xT( t) �Q�Ad�x( t － τ) + �xT( t) �Q�Bv( t) + �xT( t) �AT�Q�x( t) + �xT( t － τ) �AT

d�Q�x( t) +

vT( t) �BT�Q�x( t) + �xT( t) �CT�Q�C�x( t) + �xT( t) �DT�Q�D�x( t) ，

LV2( �x( t) ) =�xT( t) �Q�x( t) － �xT( t － τ) �Q�x( t － τ) ，

因此，可以得到

LV( �x( t) ) = �xT( t) vT( t) �xT( t － τ)[ ]
Π11 �Q�B �Q�Ad

�BT�Q 0 0
�AT

d�Q 0 － �Q













�x( t)
v( t)
�x( t － τ)











。 ( 6)

根据引理 1，由式( 4) 、( 6) 可得

LV( �x( t) ) ＜ αV( �x( t) ) + γ2vT( t) v( t) － �zT( t) �z( t) ， ( 7)

显然，LV( �x( t) ) ＜ αV( �x( t) ) + γ2vT( t) v( t) 。对不等式从 0 到 t 积分并取数学期望，进一步可得

EV( �x( t) ) ＜ V( �x( 0) ) + α∫
t

0
EV( �x( s) ) ds + γ2E∫

t

0
vT( s) v( s) ds，t∈ 0，T[ ] ，

则由 Gronwall 不等式可得

EV �x( t)( ) ＜ V �x( 0)( ) eαt + γ2eαtE∫
t

0
vT( s) v( s) ds， ( 8)

其中

V( �x( 0) ) eαt ≤ λmax( Q) �xT( 0) Ｒ�x( 0) + ∫
0

－τ
�xT( s) Ｒ�x( s) ds( ) eαt ≤

λmax( Q) ( c1 + τ�xT( 0) Ｒ�x( 0) ) eαt ≤ ( 1 + τ) λmax( Q) c1eα
T， ( 9)

将式( 9) 代入式( 8) ，可得

EV( �x( t) ) ＜ ( 1 + τ) λmax( Q) c1eα
T + γ2deαT。

由于 EV( �x( t) ) ≥ E( �xT( t) Ｒ1 /2QＲ1 /2�x( t) ) ≥ λmin( Q) E ( �xT( t) Ｒ�x( t) ) ，所以有

E ( �xT( t) Ｒ�x( t) ) ＜ 1
λmin( Q)

eαT( ( 1 + τ) λmax( Q) c1 + γ2d) 。

由式( 5) 可得 E ( �xT( t) Ｒ�x( t) ) ＜ c2，根据定义 1，系统( 3) 关于( c1，c2，T，Ｒ，d) 是有限时间随机有界。

下面证明系统( 3) 具有给定的有限时间 H∞ 性能指标 γ。对式( 7) 从 0 到 t 积分并取数学期望，t∈
0，T[ ] ，进一步有

EV( �x( t) ) ＜ eαt γ2E∫
t

0
vT( s) v( s) ds － E∫

t

0
�zT( s) �z( s) ds( ) 。

又由于 EV �x( t)( ) ＞ 0，所以得到

E∫
T

0
�zT( s) �z( s) ds ＜ γ2E∫

T

0
vT( s) v( s) ds。

根据定义 2，系统( 3) 具有给定的有限时间 H∞ 性能指标 γ。定理 1 得证。

2． 2 有限时间 H∞ 滤波器设计

定理2 给定γ ＞ 0，若存在标量α≥0和正定矩阵Q11，Q22，以及矩阵X，Y，Mf，满足下列矩阵不等式:
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Υ11 Υ12 Υ13 Υ14

* Υ22 0 0

＊ ＊ Υ33 Υ34

＊ ＊ ＊ Υ44















＜ 0， ( 10)

I ＜ diag Q11，Q22{ } ＜ λI， ( 11)

( 1 + τ) λc1 + γ2d － c2e
－αT ＜ 0， ( 12)

其中:

Υ11=
Ψ11 Ψ12

* Ψ22
[ ] ，Υ12=

Ψ13 �Q11Ad 0 Ψ16

Ψ23 0 �Q22Ad MT
f









，Υ13=
CT

0 �Q11 CT
0 �Q22

0 0[ ] ，Υ14=
0 － CT �Q11G 0

0 0 �Q22G 0









，

Υ22 = diag Ψ33，－ �Q11，－ �Q22，－ I{ } ，Υ33 = diag － �Q11，－ �Q22{ } ，Υ34 =
0 0 0 �Q11G

0 0 0 �Q22G









，

Υ44 = diag － �Q11，－ �Q22，－ I，－ I{ } ，�Q11 = Ｒ1 /2Q11Ｒ
1 /2，�Q22 = Ｒ1 /2Q22Ｒ

1 /2，

以及

Ψ11 = �Q11A0 + AT
0�Q11 + �Q11 － α�Q11 + HT

0H0 + HT
2H2，Ψ12 = AT

0�Q22 － AT
1Y

T － XT，

Ψ22=X + XT+ �Q22－ α�Q22，Ψ13=�Q11B0 + HT
0H1，Ψ23=�Q22B0－ YB1，Ψ33=－ γ2I + HT

1H1，Ψ16=M
T－ MT

f ，

则系统( 3) 是有限时间随机有界的，此时滤波器方程为:

dx̂( t) = �Q－1
22 Xx̂( t) + Ad x̂( t － τ) + �Q －1

22 Ydy( t) ，x̂( 0) = x̂0，

ẑ( t) = Mf x̂( t) 。{ ( 13)

证明 取�Q = diag �Q11，�Q22{ } ，将各矩阵代入式( 4) ，根据引理 1 得到

P≜
Θ11 Θ12

* Θ22
[ ] ＜ 0， ( 14)

其中:

Θ11 =
Σ11 Σ12

* Σ22
[ ] ，Θ12 =

Σ13 �Q11Ad 0 Σ16 Σ17 Σ18 0 － CT
1B

T
f�Q22

Σ23 0 �Q22Ad MT
f 0 0 0 0









，

Θ22 = diag － γ2I，－ �Q11，－ �Q22，－ I，－ �Q11，－ �Q22，－ �Q11，－ �Q22{ } ，

Σ11 = �Q11A0 + �Q11ΔA + AT
0�Q11 + ΔAT�Q11 + �Q11 － α�Q11，Σ22 = �Q22Af + AT

f�Q22 + �Q22 － α�Q22，

Σ12 = AT
0�Q22 + ΔAT�Q22 － AT

1B
T
f�Q22 － AT

f�Q22，Σ23 = �Q22B0 + �Q22ΔB － �Q22BfB1，Σ13 = �Q11B0 + �Q11ΔB，

Σ16 = MT － MT
f ，Σ17 = CT

0�Q11 + ΔCT�Q11，Σ18 = CT
0�Q22 + ΔCT�Q22。

将 P 分解为确定性和不确定性两部分，即 P = Z + Z1，其中:

Z =
Γ11 Γ12

* Θ22
[ ] ，Z1 =

Λ11 Λ12

* 0[ ] ，Γ11 =
Ξ11 Ξ12

* Σ22
[ ] ，

Γ12 =
�Q11B0 �Q11Ad 0 Σ16 CT

0�Q11 CT
0�Q22 0 － CT

1B
T
f�Q22

Ξ23 0 �Q22Ad MT
f 0 0 0 0









，

Λ11 =
�Q11ΔA + ΔAT�Q11 ΔAT�Q22

�Q22ΔA 0









，Λ12 =
�Q11ΔB 0 0 0 ΔCT�Q11 ΔCT�Q22 0 0

�Q22ΔB 0 0 0 0 0 0 0









，

Ξ11 = �Q11A0 + AT
0�Q11 + �Q11 － α�Q11，Ξ23 = �Q22B0 － �Q22BfB1，Ξ12 = AT

0�Q22 － AT
1B

T
f�Q22 － AT

f�Q22。

令 Z1 = T1FＲ1 + ＲT
1FT

T
1 + T2FＲ2 + ＲT

2FT
T
2 ，其中 T1 = GT�Q11 GT�Q22 0[ ] T

，Ｒ2 = H2 0[ ] ，Ｒ1 =

H0 0 H1 0[ ] ，T2 = 0 GT�Q11 GT�Q22 0 0[ ] T
，则
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P = Z + T1FＲ1 + ＲT
1FT

T
1 + T2FＲ2 + ＲT

2FT
T
2 ＜ 0。

由引理 2 可得

Z + T1FＲ1 + ＲT
1FT

T
1 + T2FＲ2 + ＲT

2FT
T
2 ＜ Z + T1T

T
1 + ＲT

1Ｒ1 + T2T
T
2 + ＲT

2Ｒ2 ＜ 0。
将 T1，Ｒ1，T2，Ｒ2 代入，整理得

Z + T1T
T
1 + ＲT

1Ｒ1 + T2T
T
2 + ＲT

2Ｒ2 =
Ω11 Ω12

* Ω22
[ ] ， ( 15)

其中:

Ω11 =
Φ11 Φ12

* Φ22
[ ] ，Ω22 = diag Φ33，－ �Q11，－ �Q22，－ I，Φ77，Φ88，－ �Q11，－ �Q22{ } ，

Ω12 =
Φ13 �Q11Ad 0 Σ16 CT

0�Q11 CT
0�Q22 0 － CT

1B
T
f�Q22

Ξ23 0 �Q22Ad MT
f 0 0 0 0









，

Φ11 = Ξ11 + �Q11GG
T�Q11 + HT

0H0 + HT
2H2，Φ12 = Ξ12 + �Q11GG

T�Q22，Φ22 = Σ22 + �Q22GG
T�Q22，

Φ13 = �Q11B0 + HT
0H1，Φ33 = － γ2I + HT

1H1，Φ77 =－ �Q11 + �Q11GG
T�Q11，Φ88 =－ �Q22 + �Q22GG

T�Q22。

令 X = �Q22Af，Y = �Q22Bf，由引理 1，可以将不等式( 15) 转化为不等式( 10) ，由式( 11) 、( 12) 可得不等式

( 5) 成立，根据定理 1，系统( 3) 是有限时间随机有界的。
当确定 γ，Ｒ，T，c1，c2，d，α 后，不等式( 10) 可转化为 LMI，通过求解 LMI 得到滤波器系数。

3 仿真实例

考虑随机时滞系统( 1) ，其中各系数矩阵为:

A0 =
－ 2． 00 0． 7
0． 11 － 4． 5[ ] ，Ad =

－ 0． 2 0． 3
－ 0． 2 － 0． 3[ ] ，B0 =

－ 0． 5
－ 0． 3[ ] ，

C0 =
－ 0． 4 0． 1
－ 0． 5 0[ ] ，A1 =

－ 1 0
－ 1 － 3[ ] ，B1 =

0． 40
－ 0． 25[ ] ，C1 =

0 1
－ 1 1[ ] ，M = － 1 1[ ] ，

G = － 0． 05 0． 15[ ] ，H0 = － 0． 5 － 0． 2[ ] ，H1 = － 0． 03，H2 = 0． 01 － 0． 03[ ] ，F = I。
给定 γ = 1，c1 = 1，c2 = 18，d = 1，T = 1，α = 2，τ = 0． 1，Ｒ = I，求解定理 2 中的不等式( 10) ～ ( 12) ，可得滤

波器的参数:

Af =
－ 5． 885 7 1． 000 0
1． 000 0 － 12． 144 6[ ] ，Bf =

－ 0． 884 0 0． 017 4
0． 017 4 － 0． 256 5[ ] ，Mf = － 0． 966 3 0． 858 6[ ] 。

选取外部干扰信号 v( t) = － 3sin( t － 1) ，系统( 1) 、( 2) 初始状态均为 0． 7 － 0． 6[ ] T，仿真结果见

图 1、2。由图 1 可以看出，当 0 ≤ t ≤ 1 时，滤波误差系统状态 E (�xT( t) Ｒ�x( t) ) ＜ 18; 图 2 表明，当

�xT( 0) Ｒ�x( 0) ≤1，始终有E∫
T

0
�zT( t) �z( t) dt － γ2E∫

T

0
vT( t) v( t) dt ＜ 0。因此，仿真结果表明系统( 3) 在给定

时间［0，1］内随机有界，且具有 H∞ 性能指标 γ。

4 结语

本文研究一类带有时滞的随机系统的有限时间 H∞ 滤波问题。根据有限时间随机有界的定义，同时

考虑系统的瞬态性能和在某段时间内对外部干扰的抑制能力，通过构造李雅普诺夫泛函，以及利用矩阵

变换方法，给出了使系统满足有限时间 H∞ 滤波器的充分条件，并通过选定合适的常数将其转化为线性

矩阵不等式问题。
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图 1 状态变量 E (�xT( t) Ｒ�x( t) ) 变化曲线

Fig． 1 The curve of state variable E (�xT( t) Ｒ�x( t) )

图 2 �zT( t) �z( t) －vT( t) v( t) 变化曲线

Fig． 2 The curve of �zT( t) �z( t) －vT( t) v( t)
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Finite-time H∞ Filtering for a Class of Stochastic Time-delay Systems

CHEN Jin，WANG Tiancheng

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: In this paper，the finite-time H∞ filtering problem is studied for a class of stochastic time-delay

systems with bounded disturbances． Integrating finite time problems into H∞ filtering problems with time-

delay，the design algorithm of the filter with finite time H∞ performance for the stochastic system with time-

delay was derived by constructing a suitable Lyapunov functional and combining it with Itô formula，so that the

error system of the filter is stochastically bounded in finite time． Furthermore，the filter parameters satisfying the

finite-time H∞ performance were obtained by using LMI toolbox． Finally，the feasibility of the proposed method

was illustrated by a numerical example．

Keywords: stochastic time-delay system; Itô formula; finite-time stochastic boundedness; H∞ filtering
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