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空间维数对椭圆型微分方程解的影响
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摘要: 本文研究一类带有 Hardy-Sobolev 临界指数的椭圆型微分方程在一定条件下的临界维数问题。通过利

用 Pohozaev 型恒等式的论证方法和 Bessel 函数，得出在一定维数范围下方程解的不存在性结论。
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椭圆型微分方程在物理学、机械制造及生命科学等领域中有广泛的应用，其临界维数问题是微分方

程问题中较重要的一部分，因此，很多学者研究相关问题并得出一些很好的结论［1—6］。
考察如下带有 Sobolev 临界指数的椭圆型微分方程:

－ Δu = u2* －1 + λu， x∈ Ω，

u ＞ 0， x∈ Ω，

u = 0， x∈ ∂Ω，
{ ( 1)

其中: Ω是ＲN N≥ 3( ) 中有界光滑的开子集，0∈Ω; 0≤ μ ＜ �μ≜
N － 2
2( )

2

; 2* ≜ 2N
N － 2 是 Sobolev临界

指数。文献［1］证明了当 Ω 为星形区域且 λ = 0 时，方程( 1) 不存在非平凡解。文献［2］基于 Pohozaev

理论证明了当 Ω为球形区域，方程( 1) 在 N = 3，λ≤ 1
4 λ1 时无解; 并得出 N≥ 4，0 ＜ λ ＜ λ1( μ ) 和 N =

3，λ * μ( ) ＜ λ ＜ λ1 μ( ) 两种情况下，方程( 1) 至少存在一个解 u∈ H1
0 Ω( ) ，其中 λ * μ( ) ，λ1 μ( ) 定义见

本文引理 1。根据文献［7—9］，称 N = 3 是方程( 1) 的临界维数。
在文献［2］的基础上，文献［10］研究带有 Hardy 项，且包含 Sobolev 临界指数的椭圆型微分方程:

－ Δu － μ u
| x| 2

= u2* －1 + λu， x∈ Ω，

u ＞ 0， x∈ Ω，
u = 0， x∈ ∂Ω，










( 2)

得出: 当 2 + 2■μ ＜ N ＜ 2 + 2 μ +■ 1，λ ≤ λ * ( μ ) ，且 Ω = B 0，Ｒ( ) 时，方程 ( 2) 无解; 当 N ≥ 2 +

2 μ +■ 1，0 ＜ λ ＜ λ1( μ ) 或2 + 2■μ ＜ N ＜ 2 + 2 μ +■ 1，λ * μ( ) ＜ λ ＜ λ1 μ( ) 时，方程( 2) 至少存在

一个解 u∈ H1
0 Ω( ) 。此外，文献［11］对方程( 2) 做了进一步的研究，得出当 N ＞ 4，0 ＜ λ ＜ λ1 时方程

( 2) 有解的结论。
本文主要研究如下带有 Sobolev 临界指数的椭圆型微分方程:

－ Δu － μ u
| x| 2

= u2* ( s) －1

| x| s
+ λuq－1， x∈ Ω，

u ＞ 0， x∈ Ω，
u = 0， x∈ ∂Ω










( 3)
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的临界维数问题，其中: Ω 是 ＲN 中的有界光滑开子集，0 ∈ Ω; N ≥ 3，λ ＞ 0，0 ≤ s ＜ 2; 2* s( ) ≜
2 N － s( )
N － 2 是 Hardy-Sobolev 临界指数。

目前已得到: 当2 + 2■μ ＜ N ＜ 2 + 2 μ +■ 1，λ * ( μ ) ＜ λ ＜ λ1( μ ) 时，方程( 3) 有解［12］。本文将讨

论当 λ ≤ λ * ( μ ) 时方程( 3) 的解的情况。

1 预备知识

下面 3 个引理对于本文结论的形成具有重要作用。
引理 1［12］ 若 q = 2，当 λ* μ( ) ＜ λ ＜ λ1 μ( ) 时，方程( 3) 至少有一个解 u∈ H1

0 Ω( ) ，其中，

λ1( μ) = min
u∈H1

0
( Ω)

‖u‖2

∫
Ω
| u| 2dx

，‖u‖≜ ∫
Ω

∇u 2 － μ u2

| x| 2( ) dx








1
2

，∀u∈ H1
0 Ω( ) ，

λ* μ( ) = min
u∈H1

0
( B)

∫
Ω

| ∇v( x) | 2

| x| 2γ
dx

∫
Ω

| v( x) | 2

| x| 2γ
dx

，γ = �■μ + �μ －■ μ 。

引理 2［13］ 设 u∈ C2 是方程
Δu + f r，u( ) = 0，

u|
|x| = Ｒ

= 0{ 的一个正解，则 u 是径向对称的，这里 Ω = B 0，Ｒ( )，

f r，u( ) ∈ C1，且 f r，u( ) 关于 r 递减。

引理 3［10］ Bessel 函数 Jσ( z) =∑
∞

h = 0
( － 1) h ( z /2) σ+2h

h !Γ σ + h + 1( )
，有以下性质成立:

( i) x2Jσ″ x( ) + xJσ' x( ) + x2 － σ2( ) Jσ x( ) = 0;

( ii) 对任意 σ ＞ － 1，存在 xσ ＞ 0，当 x∈ 0，xσ( ) 时，Jσ x( ) ＞ 0，且 Jσ xσ( ) = 0;

( iii) 若 － 1 ＜ σ' ＜ σ″，则有 0 ＜ xσ' ＜ xσ″;

( iv) Jσ' x( ) = σ
x
Jσ x( ) － Jσ+1 x( ) 。

2 解的不存在性

定理 1 若 q = 2，0≤ μ ＜ �μ≜
N － 2
2( )

2

，2 + 2■μ ＜ N ＜ 2 + 2 μ +■ 1，Ω = B，则当 λ≤ λ* ( μ) 时，

方程( 3) 无解。
证明 设 u 是方程 ( 3) 的一个正解，根据引理 2 可知，u 是球面对称的。不失一般性，令 B =

B 0，1( ) 。根据球坐标变换，将 λ1 和 λ* 改写为

λ1( μ) = min
u∈H1

0
( Ω)

u = u( ρ)

∫
1

0
( ρN－1 u' ρ( )( ) 2 － μ ρN－3u2 ρ( ) ) dρ

∫
1

0
ρN－1u2 ρ( ) dρ

，

λ* ( μ) = min
u∈H1

0
( Ω)

v = v( ρ)

∫
1

0
( ρN－1－2γ v' ρ( )( ) 2 ) dρ

∫
1

0
ρN－1－2γv2( ρ) dρ

，

其中，极值函数 u 和 v 分别满足下面的方程组:
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u″ ρ( ) + N － 1
ρ

u' ρ( ) + μ u ρ( )
ρ2

+ λ1 μ( ) u ρ( ) = 0，

v″ ρ( ) + N － 1 － 2γ
ρ

v' ρ( ) + λ* μ( ) v ρ( ) = 0。










( 4)

定义 w( ρ) = ργ' u( ρ) ，则方程组( 4) 变为

w″( ρ) + v1 － 1
ρ

w'( ρ) + λ1 μ( ) w( ρ) = 0，

v″( ρ) + v2 － 1
ρ

v'( ρ) + λ* μ( ) v( ρ) = 0，










( 5)

其中，γ' = �■μ － �μ －■ μ，v1 = N － 2γ' = 2 1 + �μ －■ μ( ) ，v2 = N － 2γ = 2 1 － �μ －■ μ( ) 。
令 η = �μ －■ μ，代入方程组( 5) ，得到

�w″( ρ) + v1 － 1
ρ

�w'( ρ) + �w( ρ) = 0，

�v″( ρ) + v2 － 1
ρ
�v'( ρ) + �v( ρ) = 0。










( 6)

求得方程组( 6) 的解为
�w( ρ) = ρ －ηJη( ρ) ，

�v( ρ) = ρηJ－η( ρ) ，{ ( 7)

由方程组( 5) 、( 6) ，可得

λ1( μ) = x2η，λ* ( μ) = x2－η， ( 8)

则有 u( x) = ρ －γ'�w( xηρ) ，v( x) = ργ'�v( x－ηρ) 。将式( 7) 代入式( 8) 后，得到

u( ρ) = ρ1－N/2Jη( xηρ) ，

v( ρ) = ρηJ－η( x－ηρ) 。{ ( 9)

根据方程( 3) 可得

u″ + N － 1
ρ

u' + μ u
ρ2

+ λu + u2* －1

ρs
= 0。 ( 10)

假设 ψ( ρ) ，ω( ρ) 均为二阶连续可微函数，且 ψ( 0) = 0，ψ'( ρ) ＞ 0。将式( 10) 分别乘 ρN－1u'( ρ) ψ( ρ) 和

ρN－1u( ρ) ω( ρ) ，然后相加并在区间 0，1[ ] 上积分，得

I1 + I2 + I3 = 1
2 ψ

1( ) u' 1( )( ) 2， ( 11)

其中:

I1 = ∫
1

0
ρN－1u'2 1

2 ψ
' － N － 1

2
ψ
ρ

－ ω( ) dρ，

I2 = 1
2 ∫

1

0
ρN－1u2 ω″ + ( N － 1) ω'

ρ
+ μ
ρ2

2ω + ψ' + ( N － 3) ψ
ρ( ) + λ ψ' + ( N － 1) ψ

ρ
+ 2ω( )[ ] dρ，

I3 = ∫
1

0
ρN－s－1u

2( N－s)
N－2

( N － s － 1) ( N － 2)
2( N － s)

ψ
ρ

+ N － 2
2( N － s) ψ

' + ω[ ] dρ。

令 ω = 1
2 ψ

' － N － 1
2

ψ
ρ

，则式( 11) 化简为

I2 + I3 = 1
2 ψ

1( ) u' 1( )( ) 2。 ( 12)

现考虑方程 I2 = 0，令 φ ρ'( ) = ψ
1

■λ
ρ( ) ，则有
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φ‴+ N － 1( ) N － 3( ) + 4μ[ ] φ'
ρ2

－ φ
ρ3( ) + 4φ' = 0，

φ( 0) = 0，φ'( 0) = 1，φ″( 0) = 0。{ ( 13)

将方程( 13) 的解 φ 的第一个正根记作 ρ0，求得 I2 = 0 时的第一特征值 λ = ρ20。 根据引理 3 ( i) ，将方程

( 13) 的解 φ 写为

φ ρ( ) = ρJ－η ρ( ) Jη ρ( ) ， ( 14)

可以得到 φ 的第一个正根为 ρ0 = x－η，则 λ = λ* ( μ) = x2－η。选择 ψ ρ( ) = φ ■λ ρ( ) ，则式( 12) 化简为

2N － s － 2
2 N － s( ) ∫

1

0
ρN－s－1u

2( N－s)
N－2 ψ' － ψ

ρ( ) dρ = 1
2 ψ

1( ) u' 1( )( ) 2。 ( 15)

根据引理 3( ii) 、( iii) 知，当 λ≤ λ* ( μ) = x2－η 时，

ψ 1( ) = J－η ■λ( ) Jη ■λ( ) ≥ 0，■λ ∈ 0，x－η[ ) 。 ( 16)

进一步由引理 3( iv) ，可得

J－η ρ( ) Jη ρ( )( ) ' = － J－η ρ( ) Jη+1 ρ( ) － J1－η ρ( ) Jη ρ( ) ＜ 0，

其中，ρ∈ 0，■λ[ ) ⊂ 0，x－η[ ) ，0 ＜ η ＜ 1，则有

ψ' － ψ
ρ

= 1
ρ

ψ
ρ( ) ' ＜ 0，ρ∈ 0，1[ ) 。 ( 17)

根据式( 16) 可知，式( 15) 右边大于 0，这与式( 17) 矛盾，即方程( 3) 无解。

3 结语

本文利用 Pohozaev 恒等式和 Bessel 函数，探究了一类带有 Hardy-Sobolev 临界指数的椭圆型微分方

程的临界维数问题，证明该微分方程在一定条件下解的不存在性。下一步工作是将此方法应用到更一

般的方程证明中，得出有关临界维数的结论，例如，探究 p－拉普拉斯方程的临界维数问题。
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Influence of Space Dimensions on Solutions of Elliptic Differential Equations

MA Yujin，FAN Yonghong，WANG Linlin

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: In this paper，the critical dimension of a class of elliptic differential equations with Hardy-Sobolev
critical exponent is investigated under certain conditions． By using Pohozaev identity and Bessel function，the
nonexistence of the solution of the equation in a certain dimension was obtained．
Keywords: critical dimension; Hardy-Sobolev critical exponent; Pohozaev identity; Bessel function
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Generalized Predictive Control of Continuous
Pharmaceutical Feeding Blending Units

GU Yingxin，LIU Xiaohua，GAO Ｒong

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The generalized predictive control problem of the feeding mixing system is studied by considering the
effect of measurement noise on the feeding blending system． The linear Kalman filter was used to estimate the
system state for the state space model of the feeding blending unit，and the generalized predictive control law
was designed based on the multivariate generalized predictive control theory． The simulation results show that
the controller can reduce the influence of measurement noise on the system，effectively control the rotational
speed of the rotating shaft，and make the outlet mass flow rate reach constant．
Keywords: feeding blending units; measurement noise; Kalman filter; generalized predictive control( GPC)
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