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多个飞艇的均方协同跟踪控制

王　 程，李武全

（鲁东大学　 数学与统计科学学院，山东 烟台 ２６４０３９）

摘要：针对受二阶矩过程干扰的多个飞艇系统，提出了一种新的控制器设计方案，解决其均方协同跟踪控制

问题。 首先在混合坐标系下建模，得到飞艇的随机系统模型；结合反推法和图论，设计了具有可调参数的协

同控制器。 所设计的控制器不仅能够保证闭环系统所有信号依概率有界，还能使领导者与跟随者之间的输

出跟踪误差均方调节到任意小。 最后，通过仿真实例验证了所提控制方案的有效性。
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　 　 近年来，随着飞艇在航空、军事等领域的广泛应用，其控制问题受到世界各国越来越多的关注。 文

献［１］利用反推法对无人飞艇模型设计控制器，解决了飞艇的轨迹跟踪问题；文献［２］基于无源性，对飞

艇模型设计控制器，并进行稳定性分析。 文献［１—２］没有考虑随机干扰下飞艇系统的控制问题，而随

机干扰在工程实际中广泛存在，因此研究具有随机干扰的飞艇控制问题有重要实际意义。 随机干扰通

常被认为是白噪声［３—４］，文献［５］指出二阶矩过程能更合理地描述物理系统所受到的随机干扰，因此，
研究受二阶矩过程干扰的飞艇模型更合理。 文献［６］针对受二阶矩过程干扰的飞艇模型，利用反推法

设计控制器，解决了飞艇的随机轨迹均方跟踪问题。
相比单个系统，多自主体系统在军事、地质勘探、航空工业等多个领域有更广泛的应用，因此关于多

自主体系统的研究受到越来越多的关注［７—９］。 文献［１０］利用反推法解决了在有向拓扑下受二阶矩过

程扰动的多个非线性基准系统的协同控制问题，并对其进行稳定性分析。 本文基于反推法，在有向拓扑

下研究受二阶矩过程干扰的多个飞艇系统的均方协同跟踪控制问题，主要创新点包括以下两点：
１） 目前关于飞艇的研究主要是针对单个系统的控制问题［１１—１３］，对多自主体系统来说，同时考虑各

个飞艇之间的信息交互和二阶矩过程的扰动，会使得多个飞艇系统的协同控制问题极具挑战性。 与文

献［６］的设计方法不同，本文基于反推法设计具有可调参数的协同控制器，可以有效地处理各个跟随者

之间的信息交互。
２） 不同于带有白噪声的飞艇模型［３—４］，本文考虑多个飞艇系统在二阶矩过程扰动下的协同控制问

题。 在进行控制器设计和稳定性分析时，如何有效处理二阶矩过程是解决该问题的一个挑战。

１　 问题描述

考虑受二阶矩过程干扰的非线性系统：
�ｚ ＝ ｈ１ ｚ( ) ＋ ｈ２ ｚ( ) ξ ｔ( )，ｚ ｔ０( ) ＝ ｚ０， （１）

其中： ｚ∈Ｒｎ 表示状态，ｈ１ 和ｈ２ 是连续可微的向量函数；ξ ｔ( ) 表示随机过程，对所有 ｔ满足Ｅ ξ ｔ( ) ２ ＜ ∞，
这说明 ξ ｔ( ) 是标准的二阶矩过程。
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假设 １　 二阶矩过程 ξ ｔ( ) 是分段连续的随机过程，满足ｓｕｐ
ｔ≥ｔ０

Ｅ ξ ｔ( ) ２ ＜ Ｋ，其中 Ｋ ＞ ０。

定义 １［１４］ 　 若随机过程 ｚ ｔ( ) 满足 ｌｉｍ
c→＋∞

ｓｕｐ
ｔ ＞ ｔ０

Ｐ ｚ ｔ( ) ＞ c{ } ＝ ０，称 ｚ ｔ( ) 是依概率有界的。

引理 １［１５］ 　 对于系统（１），若假设 １ 成立，且存在李雅普诺夫函数 Ｕ ｚ ｔ( )( )，正常数 ｍ１，ｍ２， 使得

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｉｎｆ
ｚ ＞ ｋ

Ｕ ｚ( ) ＝ ＋ ∞，ＥＵ ｚ ｔ ∧ μｋ( )( ) ≤ ｍ１ｅｍ２ｔ，∀ｋ ＞ ０，

则系统（１）在 ｔ０， ＋ ∞[ ) 存在唯一解 ｚ ｔ( ) 。
令 �Ｇ ＝ �Ｖ，�ε( ) 表示由一个领导者（标记为 ０） 和 Ｎ 个跟随者组成的有向拓扑图。 加权邻接矩阵为

Ａ ＝ ａｉｊ( ) Ｎ×Ｎ，若第 ｊ 个跟随者向第 ｉ 个跟随者传递信息， 则 ａｉｊ ＞ ０， 否则 ａｉｊ ＝ ０。 定义矩阵

Ｂ ＝ ｄｉａｇ ｂ１，ｂ２，…，ｂＮ( ) ，若领导者直接向第 ｉ个跟随者发送信息，则 ｂｉ ＞ ０，否则 ｂｉ ＝ ０。 令跟随者的有向

图为 Ｇ ＝ Ｖ，ε( ) ，其拉普拉斯矩阵 Ｌ 定义为 Ｌ ＝ ｄｉａｇ ∑ ｊ∈Ｎ１
ａ１ｊ，∑ ｊ∈Ｎ２

ａ２ｊ，…，∑ ｊ∈ＮＮ
ａＮｊ( ) － Ａ。

引理 ２［１０］ 　 设 λ 为矩阵 Ｈ ＝ Ｌ ＋ Ｂ 的特征值，Ｒｅ λ ＞ ０ 当且仅当领导者在有向图 �Ｇ 中全局可达。

引理 ３［１０］ 　 设α为任意常数，且 ｇ１，ｇ２： ０，∞[ ) →Ｒ，若对任意 ｔ≥ ｔ０ ≥０， �ｇ２ ≤－ αｇ２ ＋ ｇ１ 成立，则有

ｇ２ ｔ( ) ≤ ｅ －α ｔ－ｔ０( ) ｇ２ ｔ０( ) ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｅ －α ｔ－τ( ) ｇ１ τ( ) ｄτ。

　 　 符号说明：设 ａ ＝ ａ１，ａ２，ａ３( ) Ｔ，ｂ ＝ ｂ１，ｂ２，ｂ３( ) Ｔ，ａ × ｂ ＝ Ｓ ａ( ) ｂ 是向量 ａ 与 ｂ 的叉乘，其中

Ｓ ａ( ) ＝
０ － ａ３ ａ２

ａ３ ０ － ａ１

－ ａ２ ａ１ ０

■

■

|
|
|

■

■

|
|
|
＝ － ＳＴ ａ( ) 。

２　 飞艇的动态方程

假设 ２［６］ 　 将飞艇看作刚体研究，飞艇的质心与浮力中心重合在一点。
为准确描述飞艇运动时的位置、姿态、速度和加速度，建立了惯性坐标系和体坐标系［６］。 令

ｑ１ ＝ ｘ，ｙ，ｚ( ) Ｔ，ｑ２ ＝ ψ，θ，φ( ) Ｔ 分别表示飞艇的位置和姿态，ｖ１ ＝ ｕ，ｖ，ｗ( ) Ｔ，ｖ２ ＝ ｐ，ｑ，ｒ( ) Ｔ 分别表示飞艇

的速度和角速度。 考虑各种阻尼 Ｋｖ 和气流 ξ， 六自由度飞艇的动态方程［６］为：
�ｑ ＝ Ｔ ｑ( ) ｖ，

Ｍ�ｖ ＋ Ｃ ｖ( ) ｖ ＋ Ｋｖ ＋ Ｇ ｑ( ) ＝ ｕ ＋ ξ，{ （２）

式中： ｑ ＝ ｑＴ
１，ｑＴ

２( ) Ｔ，ｖ ＝ ｖＴ
１，ｖＴ

２( ) Ｔ，Ｔ ｑ( ) ＝ ｄｉａｇ Ｔ１，Ｔ２ ｑ( )( ) ，Ｔ１ ＝ ｄｉａｇ １，１，１( )，

Ｔ２ ｑ( ) ＝
１ ｓｉｎ φｔａｎ θ ｃｏｓ φｔａｎ θ
０ ｃｏｓ φ － ｓｉｎ φ
０ ｓｉｎ φｓｅｃ θ ｃｏｓ φｓｅｃ θ

■

■

|
||

■

■

|
||
， Ｍ ＝

ｍＥ ＋ Ｍａ ｍＳＴ ｒｃ( )

ｍＳ ｒｃ( ) Ｊ ＋ Ｊａ

■

■
||

■

■
|| ＝ ＭＴ， Ｊ ＝

　 Ｊｘ － Ｊｘｙ － Ｊｘｚ

－ Ｊｙｘ Ｊｙ － Ｊｙｚ

－ Ｊｚｘ － Ｊｚｙ 　 Ｊｚ

■

■

|
|
|

■

■

|
|
|
，

Ｃ ｖ( ) ＝
０ － ｍＥ ＋ Ｍａ( ) Ｓ ｒｃ( ) Ｓ ｖ２( )( ) Ｔ

０ Ｓ ｖ２( ) Ｊ ＋ Ｊａ

■

■
||

■

■
|| ， Ｇ ｑ( ) ＝

Ｂ ｆ － ｍｇ( ) ｓｉｎ θ
－ Ｂ ｆ － ｍｇ( ) ｃｏｓ θｓｉｎ φ
－ Ｂ ｆ － ｍｇ( ) ｃｏｓ θｃｏｓ φ

－ ｚｇｍｇｃｏｓ θｓｉｎ φ
－ ｚｇｍｇｓｉｎ θ － ｘｇｍｇｃｏｓ θｃｏｓ φ

ｘｇｍｇｃｏｓ θｓｉｎ φ

■

■

|
|
|
|
|
|
|
|

■

■

|
|
|
|
|
|
|
|

，

Ｔ ｑ( ) 是惯性坐标系和体坐标系之间的转换矩阵，Ｅ 为单位矩阵；Ｋｖ 为线性阻尼，Ｋ 是阻尼系数；ｍ 为飞

艇质量，Ｍａ 为附加质量，Ｊ为转动惯量矩阵，Ｊａ 为附加惯量，ｒｃ ＝ ｘｇ，ｙｇ，ｚｇ( ) Ｔ 为飞艇重心坐标；Ｃ ｖ( ) 是科

氏矩阵，矩阵 Ｇ ｑ( ) 包含由重力和浮力形成的力和力矩，Ｓ ｒｃ( ) 和 Ｓ ｖ２( ) 分别表示 ｒｃ 和 ｖ２ 的斜对称矩阵

（对应于一个交叉积运算）；ξ 为二阶矩过程，ｕ ＝ Ｆ，Ｎ( ) Ｔ（Ｆ 和 Ｎ 分别表示外力和外力矩）。
注 １　 根据假设 ２，若不考虑空气弹性效应，飞艇处于中性浮力状态，则 Ｂ ｆ ＝ ｍｇ［１３］。
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基于方程（２），考虑包含一个领导者和 Ｎ 个跟随者的多自主体系统的有向图 �Ｇ。 第 ｉ 个跟随者的动

态方程为：
�ｑｉ ＝ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ，

Ｍ�ｖｉ ＋ Ｃｉ ｖｉ( ) ｖｉ ＋ Ｋｖｉ ＋ Ｇｉ ｑｉ( ) ＝ ｕｉ ＋ ξ ｉ，
ｙｉ ＝ ｑｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

■

■

■

|
|

|
|

（３）

其中： ｑｉ ＝ （ｑＴ
ｉ１，ｑＴ

ｉ２） Ｔ ∈ Ｒ６， ｖｉ ＝ （ｖＴ
ｉ１，ｖＴ

ｉ２） Ｔ ∈ Ｒ６，Ｔ ｉ ｑｉ( ) ＝ ｄｉａｇ Ｔ ｉ１，Ｔ ｉ２ ｑｉ( )( )； ξ ｉ 为二阶矩过程，
ｕｉ ＝ Ｆｉ，Ｎｉ( ) Ｔ 和 ｙｉ 分别表示第 ｉ 个跟随者的输入和输出。 假设领导者输出信号为 ｙｒ ｔ( ) 。

假设 ３　 飞艇的姿态 ｑｉ２ 满足 ψ ｉ ＜ π， θ ｉ ＜ π
２
， φ ｉ ＜ π

２
，转换矩阵 Ｔ ｉ ｑｉ( ) 始终是可逆矩阵。

假设 ４　 领导者在图 �Ｇ 中是全局可达的。
假设 ５　 对于满足 ０ ∈ Ｎｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） 的跟随者，领导者输出 ｙｒ ｔ( ) ，�ｙｒ ｔ( ) 有界，且为可获得信号。

３　 控制器设计与稳定性分析

３．１　 控制器设计

第 １ 步：定义 η ｉ１ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｑｉ － ｑ ｊ( ) ＋ ｂｉ ｑｉ － ｙｒ( ) ， 结合方程（３）可得

�ηｉ１ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － Ｔ ｊ ｑ ｊ( ) ｖ ｊ( ) ＋ ｂｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － �ｙｒ( ) ＝ ｄｉＴ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) ｖ ｊ － ｂｉ

�ｙｒ， （４）

其中， ｄｉ ＝ ｂｉ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ，由假设 ４ 可得，ｄｉ ＞ ０。 选取 Ｖｉ１ ＝ １

２
ηＴ

ｉ１η ｉ１， 由式（４）可得

�Ｖｉ１ ＝ ｄｉηＴ
ｉ１Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － αｉ( )＋ｄｉηＴ

ｉ１Ｔ ｉ ｑｉ( ) αｉ－ ηＴ
ｉ１∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) ｖ ｊ－ αｊ( ) － ηＴ

ｉ１∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) αｊ － ｂｉηＴ

ｉ１
�ｙｒ。 （５）

由假设 ４ 和引理 ２ 可知，Ｈ 是可逆矩阵。 若选择虚拟控制器 αｉ 为：
Ｔ１ ｑ１( ) α１

⋮
ＴＮ ｑＮ( ) αＮ

■

■

|
|
||

■

■

|
|
||

＝ － Ｈ －１ ⊗ Ｉ６( )

c１１η１１

⋮
cＮ１ηＮ１

■

■

|
|
||

■

■

|
|
||

＋ Ｈ －１ ⊗ Ｉ６( )

ｂ１

⋮
ｂＮ

■

■

|
|
||

■

■

|
|
||

⊗ �ｙｒ

■

■

|
|
|

■

■

|
|
|
，

可推出

αｉ ＝ － Ｔ －１
ｉ ｑｉ( )

cｉ１
ｄｉ
ηｉ１ －

ｂｉ

ｄｉ

�ｙｒ
■

■
|

■

■
| ＋

Ｔ －１
ｉ ｑｉ( )

ｄｉ
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) αｊ。 （６）

将式（６）代入式（５），可得

�Ｖｉ１ ＝ － cｉ１ηＴ
ｉ１ηｉ１ ＋ ｄｉηＴ

ｉ１Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － αｉ( ) － ηＴ
ｉ１∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) ｖ ｊ － αｊ( )， （７）

其中， cｉ１ ＞ ０ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ( ) 为待定参数。

第 ２ 步：定义 η ｉ２ ＝ ｖｉ － αｉ，选取 Ｖｉ ＝ Ｖｉ１ ＋ １
２
ηＴ

ｉ２Ｍη ｉ２， 由式（７）可得

�Ｖｉ ＝ － cｉ１ηＴ
ｉ１ηｉ１ ＋ ｄｉηＴ

ｉ１Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － αｉ( ) － ηＴ
ｉ１∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) ｖ ｊ － αｊ( ) ＋ ηＴ

ｉ２ξ ｉ ＋

ηＴ
ｉ２ (ｕｉ － Ｃｉ ｖｉ( ) ｖｉ － Ｋｖｉ － Ｇｉ ｑｉ( ) － Ｍ �αｉ )。 （８）

根据 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得到

ｄｉηＴ
ｉ１Ｔ ｉ ｑｉ( ) ｖｉ － αｉ( ) ≤ １

２
ｄｉ ηｉ１

２ ＋ １
２
ｄｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ２ ηｉ２

２，ηＴ
ｉ２ξ ｉ ≤ β ηｉ２

２ ＋ １
４β

ξ ｉ
２，

ηＴ
ｉ１∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊＴ ｊ ｑ ｊ( ) ｖ ｊ － αｊ( ) ≤ １

２ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ηｉ１

２ ＋ １
２ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ Ｔ ｊ ｑ ｊ( ) ２ ηｊ２

２，
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其中， β ＞ ０ 是任意常数。 因此，得到

�Ｖｉ ≤－ cｉ１－
１
２
ｄｉ－

１
２ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ

■

■
|

■

■
| ηｉ１

２ ＋ ηＴ
ｉ２ ｕｉ－ Ｃｉ ｖｉ( ) ｖｉ－ Ｋｖｉ－ Ｇｉ ｑｉ( )－ Ｍ �αｉ ＋ βηｉ２＋

１
２
ｄｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ２ηｉ２

■

■
|

■

■
|－

１
２ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ Ｔ ｊ ｑ ｊ( ) ２ ηｊ２

２ ＋ １
４β

ξ ｉ
２。 （９）

引入 Ｖ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｖｉ， 结合式（９）可得

�Ｖ ≤－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
cｉ１ － １

２
ｄｉ －

１
２ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ

■

■
|

■

■
| ηｉ１

２ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ηＴ

ｉ２
■

■
|ｕｉ － Ｃｉ ｖｉ( ) ｖｉ － Ｋｖｉ － Ｇｉ ｑｉ( ) － Ｍ �αｉ ＋ βηｉ２ ＋

１
２
ｄｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ２ηｉ２ － １

２ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ２ηｉ２

■

■
| ＋ Ｎ

４β
ξ ｉ

２。

选取实际控制器

ｕｉ ＝ Ｃｉ ｖｉ( ) ｖｉ＋ Ｋｖｉ＋ Ｇｉ ｑｉ( )＋ Ｍ �αｉ － βηｉ２ － １
２
ｄｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ２ηｉ２ ＋ １

２ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊｉ Ｔ ｉ ｑｉ( ) ２ηｉ２－ cｉ２ηｉ２， （１０）

使得

�Ｖ ≤－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
cｉ１ － １

２
ｄｉ －

１
２ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ

■

■
|

■

■
| ηｉ１

２ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
cｉ２ ηｉ２

２ ＋ Ｎ
４β

ξ ｉ
２， （１１）

其中， cｉ２ ＞ ０ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ( ) 为待定参数。
通过式（１１）进一步可得

�Ｖ ≤－ c０Ｖ ＋ Ｎ
４β

ξ ｉ
２， （１２）

其中， c０ ＝ ｍｉｎ
１≤ｉ≤Ｎ { ２cｉ１ － ｄｉ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ，２cｉ２ } 。

注 ２　 与受二阶矩过程扰动的单个飞艇系统［６］ 的设计方法相比，本文利用反推法设计的控制器可
以有效地处理多个飞艇系统中跟随者、领导者间的信息交互。

３．２　 稳定性分析

定理１　 考虑系统（３），若假设１ ～ ５成立，选取控制器（１０），且 cｉ１ ＞ １
２
ｄｉ ＋

１
２ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ，cｉ２ ＞ ０，则有以

下结论成立：
１） 闭环系统的解存在且唯一；
２） 闭环系统的所有信号是依概率有界的；
３） 对任意ε ＞ ０，初值ｑ（ｔ０）＝ (ｑＴ

１（ｔ０），ｑＴ
２（ｔ０），…，ｑＴ

Ｎ（ｔ０） )
Ｔ
， ｖ（ｔ０）＝ ( ｖＴ

１（ｔ０），ｖＴ
２（ｔ０），…，ｖＴ

Ｎ（ｔ０） )
Ｔ
，存在

常数 Ｔ ｑ ｔ０( )，ｖ ｔ０( )，ε( )， 使得

Ｅ ｙｉ ｔ( ) － ｙｒ ｔ( ) ２ ＜ ε，∀ｔ ＞ Ｔ (ｑ ｔ０( )，ｖ ｔ０( )，ε )，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。

　 　 证明　 定义 η ＝ （ηＴ
１１，ηＴ

１２，…，ηＴ
Ｎ１，ηＴ

Ｎ２） Ｔ，引入 σ ｋ ＝ ｉｎｆ { ｔ ≥ ｔ０： η ｔ( ) ＞ ｋ } ，ｉｎｆ ∅ ＝ ∞。
由式（１２） 可得

ＥＶ (η ｔ ∧ σｋ( ) ) － Ｖ (η ｔ０( ) ) ≤－ c０Ｅ∫ｔ∧σｋ

ｔ０
Ｖ (η ｓ( ) )ｄｓ ＋

Ｎ
４β

Ｅ∫ｔ
ｔ０

ξ ｉ ｓ( ) ２ｄｓ。 （１３）

由 Ｖ 的定义、假设 １ 和式（１３）可得

ＥＶ (η ｔ ∧ σｋ( ) ) ≤ Ｖ (η ｔ０( ) ) ＋ ＮＫ
４β

ｔ － ｔ０( ) 。 （１４）

由式（１４）和引理 １ 可知，闭环系统在 ｔ０，∞[ ) 上存在唯一解。 因此，结论 １） 成立。
利用式（１４）、Ｆａｔｏｕ 引理，以及 σ∞

＝ ∞几乎处处成立，得到

ＥＶ (η ｔ( ) ) ＝ Ｅ ( ｌｉｍ
ｋ→∞

ｉｎｆ Ｖ η ｔ ∧ σｋ( )( ) ) ≤ ｌｉｍ
ｋ→∞

ｉｎｆ Ｅ (Ｖ η ｔ ∧ σｋ( )( ) ) ≤
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Ｖ (η ｔ０( ) ) ＋ ＮＫ
４β

ｔ － ｔ０( ) ＜ ∞， （１５）

由假设 １、式（１２）和（１５），可得

Ｖ (η ｔ( ) ) ＜ ∞， �Ｖ (η ｔ( ) ) ＜ ∞。 （１６）

进一步利用式（１５）、（１６）和文献［１６］中富比尼定理，可得

∫ｔ
ｔ１
Ｅ �Ｖ (η ｓ( ) )ｄｓ ＝ Ｅ∫ｔ

ｔ１

�Ｖ (η ｓ( ) )ｄｓ ＝ ＥＶ η ｔ( )( ) － ＥＶ η ｔ１( )( ) 。 （１７）

设 ｖ ｔ( ) ＝ ＥＶ η ｔ( )( )， 由式（１２）、（１７）和假设 １ 得到

�ｖ ｔ( ) ≤－ c０ｖ ＋ Ｎ
４β

Ｅ ξ ｉ
２ ≤－ c０ｖ ＋ Ｎ

４β
Ｋ。 （１８）

利用引理 ３，由式（１８）可得

ＥＶ η ｔ( )( ) ≤ ｅ －c０ ｔ －ｔ０( ) ＥＶ η ｔ０( )( ) ＋ ＮＫ
４c０β

(１ － ｅ －c０ ｔ －ｔ０( ) )。 （１９）

　 　 接下来进行结论 ３）的证明。 定义 η１ ＝ （ηＴ
１１，ηＴ

２１，…，ηＴ
Ｎ１） Ｔ，ｙ ＝ （ｙＴ

１，ｙＴ
２，…，ｙＴ

Ｎ） Ｔ。 由式（１９）可得

Ｅ η１
２ ≤ ２ ｅ －c０ ｔ －ｔ０( ) ＥＶ η ｔ０( )( ) ＋ ＮＫ

４c０β
(１ － ｅ －c０ ｔ －ｔ０( ) )■

■
||

■

■
|| ， （２０）

由 η１１，η２１，…，ηＮ１ 的定义可得

η１ ＝ ■

■
|
|∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａ１ｊ ｙＴ

１ － ｙＴ
ｊ( ) ＋ ｂ１ ｙＴ

１ － ｙＴ
ｒ( ) ，…，∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａＮｊ ｙＴ

Ｎ － ｙＴ
ｊ( ) ＋ ｂＮ ｙＴ

Ｎ － ｙＴ
ｒ( )

■

■
|
|

Ｔ

＝

Ｈ ⊗ Ｉ６( ) [ ｙ － １Ｎ ⊗ ｙｒ( ) ]。 （２１）

根据假设 ４、引理 ２，由式（２０）和（２１）可得

Ｅ ｙ － １Ｎ ⊗ ｙｒ( ) ２ ≤ ２ Ｈ －１ ⊗ Ｉ６ ２ ｅ －c０ ｔ －ｔ０( ) ＥＶ (η ｔ０( ) ) ＋ ＮＫ
４c０β

(１ － ｅ －c０ ｔ －ｔ０( ) )■

■
||

■

■
|| 。 （２２）

利用 c０ 和 β 的定义、式（２２），则对任意 ε ＞ ０ 和 ｑｉ ｔ０( ) ，ｖｉ ｔ０( ) ，通过选择 cｉ１，cｉ２ 和 β，存在有限时间

Ｔ (ｑ ｔ０( ) ，ｖ ｔ０( ) ，ε )， 使得

Ｅ ｙｉ ｔ( ) － ｙｒ ｔ( ) ２ ≤ Ｅ ｙ － １Ｎ ⊗ ｙｒ( ) ２ ＜ ε，∀ｔ ＞ Ｔ ｑ ｔ０( ) ，ｖ ｔ０( ) ，ε( ) ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。
因此，结论 ３）成立。

下一步进行结论 ２）的证明。 由式（１９）可得

ＥＶ (η ｔ( ) ) ≤ ＥＶ η ｔ０( )( ) ＋ ＮＫ
４c０β

， （２３）

其中

ＥＶ η( ) ≥ ∫
η ＞ c

Ｖ η( ) Ｐ ｄｗ( ) ≥ ｉｎｆ
η ＞ c

Ｖ ξ ｉ( ) Ｐ ( η ＞ c )。 （２４）

综合式（２３）和（２４）可得

Ｐ ( η ＞ c ) ≤
ＥＶ (η ｔ０( ) ) ＋ ＮＫ

４c０β
ｉｎｆ
η ＞ c

Ｖ η( )
。 （２５）

由 Ｖ η( ) 的定义和式（２５） 可得

ｌｉｍ
c→∞

ｓｕｐ
ｔ ＞ ｔ０

Ｐ ( η ＞ c ) ≤ ｌｉｍ
c→∞

ｓｕｐ
ｔ ＞ ｔ０

ＥＶ (η ｔ０( ) ) ＋ ＮＫ
４c０β

ｉｎｆ
η ＞ c

Ｖ η( )
＝ ０。 （２６）

利用式（２１）、（２６）和定义 １ 可得，闭环系统的状态依概率有界。 因此，结论 ２）成立。
注 ３　 由式（８） ～ （１４）可以看出，控制器设计和稳定性分析仅使用了二阶矩过程 ξ 的上界 Ｋ。 在满
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足假设 １ 的前提下，利用本文提出的设计方法，可将结果推广到跟随者有不同二阶矩过程的情况。

４　 仿真例子

考虑有向拓扑结构 �Ｇ（图 １），其中，第 ｉ ｉ ＝ １，２，３( ) 个跟随者的动态形式由方程（３） 描述，领导者的

输出信号为 ｙｒ ｔ( ) ＝ ｓｉｎ ｔ，ｃｏｓ ｔ， １
１ ＋ ｔ

，ｓｉｎ ｔ， １
２
ｅ －ｔ，ｅ －ｔ■

■
|

■

■
|

Ｔ

。 由图 １ 可得，Ｈ ＝
１ ０ ０

－ １ １ ０
０ ０ １

■

■

|
|
||

■

■

|
|
||

。

在仿真实验中，控制器（１０）中的参数取为

图 １　 有向拓扑 �Ｇ

Ｆｉｇ．１ Ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｔｏｐｏｌｏｇｙ �Ｇ

c１１ ＝ １，c１２ ＝ ０．９，c２１ ＝ ０．６，c２２ ＝ ０．４，c３１ ＝ ０．５，c３２ ＝ ０．２，β ＝ ０．１；
初值取为：

ｑ１ ０( ) ＝ ０．２，０．３，０．６，０．４， － ０．１，０．２( ) Ｔ，
ｖ１ ０( ) ＝ ０．２，０．１，０．５，０．５，０．１４，０．１( ) Ｔ，

ｑ２ ０( ) ＝ ０．１， － １．５，０．１，０．１５， － ０．１，０．１( ) Ｔ，
ｖ２ ０( ) ＝ ０．３，０．１５，１，０．２，０．２６，０．１( ) Ｔ，

ｑ３ ０( ) ＝ － ０．４， － ０．５，０．４，０．７，０．２，０．６( ) Ｔ，
ｖ３ ０( ) ＝ １，０．６，０．２，０．４，０．２，０．３( ) Ｔ。

跟踪误差和控制器响应曲线分别如图 ２、３ 所示。 由图 ２ 可知， 当 ｔ ＞ ５ ｓ 时，跟踪误差满足 ｅｉｊ ＜ ０．１，
ｉ ＝ １，２，３，ｊ ＝ １，２，…，６； 由图 ３ 可知，控制器信号保持有界。 因此，本文控制方案的有效性得到验证。

图 ２　 跟踪误差响应曲线
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Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ３　 控制器响应曲线

Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

５　 结论

本文利用反推法研究了受二阶矩过程干扰的多个飞艇系统的均方协同跟踪控制问题。 所设计的控

制器能够保证闭环系统所有信号是依概率有界的，并且领导者与跟随者输出跟踪误差的均方可以调节

到任意小。 时变拓扑下多自主体系统的均方协同跟踪控制问题是近年来的研究热点之一，未来的工作

是研究受二阶矩过程干扰的多个飞艇系统在时变拓扑下的协同控制问题。
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