
　 鲁东大学学报（自然科学版）
　 Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｌｕｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ） ２０２３，３９（４）：３５２—３５９　

　 　 收稿日期：２０２２⁃０４⁃２０；修回日期：２０２３⁃０３⁃０７
　 　 基金项目：山东省自然科学基金（ＺＲ２０１４ＦＭ０２９）
　 　 通信作者简介：翟金刚（１９７３—）， 男， 教授， 硕士研究生导师， 博士， 研究方向为运筹与优化。 Ｅ－ｍａｉｌ：ｚｈａｉｊｉｎｇａｎｇ＠ ｈｏｔｍａｉｌ．ｃｏｍ

　 　 Ｄｏｉ：１０．２００６２ ／ ｊ．ｃｎｋｉ．ＣＮ ３７－１４５３ ／ Ｎ．２０２３．０４．００９

连续发酵过程分数阶非线性时滞最优控制
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摘要：针对连续发酵甘油转化 １，３－丙二醇（１，３－ＰＤ）的过程可能存在的时滞现象，考虑用分数阶时滞系统描

述发酵过程，讨论系统状态关于参数的灵敏度。 以甘油稀释速率和注入浓度为优化变量，以使灵敏度函数值

较小为约束条件，以及使终端时刻 １，３－ＰＤ 浓度最大为性能指标，构建分数阶时滞系统最优控制模型。 利用

协态方法，得到性能指标和约束关于优化变量及参数的梯度，构造了基于序列二次规划（ＳＱＰ）方法的优化算

法。 数值结果验证了优化策略的有效性。
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　 　 分数阶系统可以表示许多机械和生物动力学行为［１—２］，如记忆功能、遗传特征、扩散和粘塑性［３—４］，
在数学、工程等领域吸引了许多研究者的关注［５—６］。 时滞系统出现在许多实际工程问题中［７—８］，能够更

好地描述系统演化过程，根据一组给定实验数据估计未知的时滞是研究的关键问题之一［９—１０］。 相比整

数阶最优控制，分数阶最优控制理论和应用起步较晚。 Ａｇｈａｙａｎ 等［１１］ 通过构建 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ
（ＬＫ）函数，讨论了执行器饱和条件下分数阶时滞系统的稳定性。 Ｃｈｅｎ 等［１２］基于 Ｃａｐｕｔｏ 导数提出了具

有时滞系统的 ＳＥＩＲ 传染病模型，并讨论系统的分岔及病变时的平衡条件。 Ｈｅｙｄａｒｉ 等［１３］ 研究 ＨＩＶ ／
ＡＩＤＳ 与疟疾合并感染的变阶分数阶时滞系统的最优控制问题，并构造 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 非标准有限差

分格式求解分数阶系统。 Ｃｈｅｎ 等［１４］利用 Ｄｉｃｋｓｏｎ 多项式处理分数阶时滞系统，采用直接轨迹优化方法

求解问题。 Ｈａｓｓａｎｉ 等［１５］考虑癌症治疗模型的非线性分数阶最优控制，采用广义移位勒让德多项式逼

近最优控制问题的数值解。
本文用分数阶时滞系统描述连续发酵甘油转化 １，３－ＰＤ 的过程。 考虑到甘油稀释速率和注入浓度

对系统参数可能存在影响，讨论了分数阶意义下系统状态关于参数的灵敏度；为提高目标产物，以甘油

稀释速率和注入浓度为优化变量，以使终端时刻 １，３－ＰＤ 浓度最大为性能指标，使灵敏度函数值较小为

约束条件，构建分数阶非线性时滞系统连续发酵最优控制模型；进一步给出性能指标和约束关于优化变

量及参数的梯度公式，构造基于 ＳＱＰ 方法的优化算法。 经过数值计算得到的终端时刻目标产物高于已

有研究结果，验证了本文所提优化策略的有效性。

１　 预备知识

设 Ｉ ＝ ａ，ｂ[ ] － ∞≤ ａ ＜ ｂ ＜ ＋ ∞( ) 为 Ｒ 上的有限区间， ｆ ｔ( ) ｔ ∈ Ｉ( ) 为给定函数。
定义 １　 给定 α ＞ ０， ｆ 在 Ｉ 上的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 意义下的左、右分数阶积分分别表示为：

ａＩαｔ ｆ ｔ( ) ＝ １
Γ α( ) ∫

ｔ

ａ
ｔ － τ( ) α－１ ｆ τ( ) ｄτ，ｔＩαｂ ｆ ｔ( ) ＝ １

Γ α( ) ∫
ｂ

ｔ
τ － ｔ( ) α－１ ｆ τ( ) ｄτ，

其中，Γ ·( ) 是 Γ 函数。
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定义 ２　 给定 α ＞ ０， ｆ 在 Ｉ 上的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 意义下的左、右分数阶积分分别表示为：

ａＤα
ｔ ｆ ｔ( ) ＝ １

Γ ｎ － α( )

ｄ
ｄｔ

■

■
|

■

■
|

ｎ

∫ｔ
ａ
ｔ － τ( ) ｎ－α－１ ｆ τ( ) ｄτ，

ｔＤα
ｂ ｆ ｔ( ) ＝ － １( ) ｎ

Γ ｎ － α( )
－ ｄ

ｄｔ
■

■
|

■

■
|

ｎ

∫ｂ
ｔ
τ － ｔ( ) ｎ－α－１ ｆ τ( ) ｄτ。

　 　 定义 ３　 给定 α ＞ ０， ｆ 在 Ｉ 上的 Ｃａｐｕｔｏ 意义下的左、右分数阶积分分别表示为：

Ｃ
ａＤα

ｔ ｆ ｔ( ) ＝ １
Γ ｎ － α( ) ∫

ｔ

ａ
ｔ － τ( ) ｎ－α－１ ｆ ｎ( ) τ( ) ｄτ，

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ ｔ( ) ＝ － １( ) ｎ

Γ α( ) ∫
ｂ

ｔ
τ － ｔ( ) ｎ－α－１ ｆ ｎ( ) τ( ) ｄτ，

其中， ｎ ＝ α[ ] ＋ １， α[ ] 是 α 的整数部分。
性质 １　 令 α ∈ ０，１( )， ｆ，ｇ ∈ Ｃ１ ａ，ｂ[ ]，Ｒ( ) ， 则有：

∫ｂ
ａ
ｇ ｔ( )· Ｃ

ａＤα
ｔ ｆ ｔ( )( ) ｄｔ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ ｔ( )· ｔＤα

ｂ ｇ ｔ( )( ) ｄｔ ＋ ａＩ１
－α

ｔ ｇ ｔ( )( )·ｆ ｔ( )
ｂ

ａ
，

∫ｂ
ａ
ｇ ｔ( )· Ｃ

ｔ Ｄα
ｂ ｆ ｔ( )( ) ｄｔ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ ｔ( )· ａＤα

ｔ ｇ ｔ( )( ) ｄｔ ＋ ａＩ１
－α

ｔ ｇ ｔ( )( )·ｆ ｔ( )
ｂ

ａ
。

２　 连续发酵分数阶时滞系统

在连续发酵实验中，持续以恒定速率将底物注入到发酵罐中，同时以相同速率将反应物流出，发酵

罐中的菌群细胞始终在一种细微的振荡环境中生长，各反应物浓度不仅与当前时刻的生物量浓度有关，
还与之前某一时刻的生物量浓度有关，因此，模拟发酵过程中应考虑时滞现象。 根据文献［１６］的相关

定理与性质，采用分数阶导数直接替代整数阶导数进行建模，构造如下分数阶时滞系统：
Ｃ
０Ｄα１

ｔ ｘ１ ｔ( ) ＝ μｘ１ ｔ － ξ( ) － Ｕｘ１，
Ｃ
０Ｄα２

ｔ ｘ２ ｔ( ) ＝ Ｕ Ｃｓｏ － ｘ２( ) － ｑ２ｘ１ ｔ － ξ( ) ，ｔ ∈ ０，Ｔ[ ]，
Ｃ
０Ｄαｉ

ｔ ｘｉ ｔ( ) ＝ ｑｉｘ１ ｔ － ξ( ) － Ｕｘｉ，ｉ ＝ ３，４，５，

■

■

■

|
|

||

其中： ｘ１ 是生物量的质量浓度；ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 分别为甘油、１，３－ＰＤ、乙酸和乙醇的物质的量浓度；ξ 是时滞

量，Ｔ是终端时刻；Ｕ是甘油的流加速率（即稀释速率），Ｃｓｏ 是初始甘油浓度，根据实际发酵实验，Ｕ和 Ｃｓｏ

在不同的实验条件下可取不同的实验值， Ｕ，Ｃｓｏ[ ] ∈Ｕｃ： ＝ ０．０８，０．５[ ] × １１０．９６，１８８３[ ] ∈Ｒ２；细胞比生

长速度 μ，底物比消耗率 ｑ２ 和产物比生成率 ｑｉ ｉ ＝ ３，４，５( ) 分别为［１７］

μ ＝ μｍ

ｘ２

ｘ２ ＋ ｋｓ
∏

５

ｉ ＝ ２
１ －

ｘｉ

ｘ∗
ｉ

■

■
|

■

■
| ，ｑ２ ＝ ｍ２ ＋ μ

Ｙ２

＋ Δ２

ｘ２

ｘ２ ＋ Ｋ２
，

ｑｉ ＝ ｍｉ ＋ μＹｉ ＋ Δ ｉ

ｘ２

ｘ２ ＋ Ｋ ｉ
，ｉ ＝ ３，４，５。

　 　 令 ｐ ＝ μｍ，ｋｓ，ｍ２，…，ｍ５，Ｋ２，…，Ｋ５，Ｙ２，…，Ｙ５，Δ２，…，Δ５( ) Ｔ ∈Ｒ１８ 为参数向量。 参考文献［１７］的辨

识结果，给定参数容许集合为

Ｐ ＝ { ｐ１，ｐ２，…，ｐ１８( ) Ｔ ∈ Ｒ１８：ｐ ｊ∗ ≤ ｐ ｊ ≤ ｐ∗
ｊ ，ｊ ＝ １，２，…，１８ } 。

由文献［１７—１８］，取时滞量 ξ ＝ ０．２６，阶数 α ｉ ∈ ０，１( )，ｉ ＝ １，２，…，５。 阶数辨识结果见表 １。
表 １　 阶数辨识结果［１７］

Ｔａｂ．１ Ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒｓ
阶数 α１ α２ α３ α４ α５

结果 ０．６９９ ４５１ ０．７８２ ４６４ ０．７７４ ４８４ ０．７６３ ３７２ ０．６７２ ６９７

定义容许状态集为：
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Ｗａｄ ＝ { ｘ ∈ Ｒ５ ｘｉ ∈ ｘｉ∗，ｘ
∗
ｉ[ ] ，ｉ ＝ １，２，…，５ } ，

其中， ｘｉ∗，ｘ
∗
ｉ 分别表示上限和下限。

令 ｚ ＝ Ｕ，Ｃｓｏ，ｐ( ) ∈Ｒ２０，定义可行集为 κ： ＝ ｚ ∈ Ｕｃ × Ｐ ｘ（ ｔ｜ ｚ） ∈ Ｗａｄ，∀ｔ ∈ ０，Ｔ[ ]{ } ，则分数阶

时滞系统可表示为
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｘ ｔ( ) ＝ ｆ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ( ) ，ｔ ∈ ０，Ｔ[ ]，

ｘ ０( ) ＝ ｘ０，{ （１）

其中， ｘ０ ＝ ｘ０
１，ｘ０

２，…，ｘ０
５( ) Ｔ 是给定的初始状态，ｘξ ｔ( ) ＝ ｘ ｔ － ξ( )。

根据已有研究结果， ｆ 满足如下条件：
（ａ） ｆ 关于 ｘ，ｘξ，ｚ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的；
（ｂ） 存在常数 Ｋ ＞ ０， 使得 ‖ｆ（ｘ（ ｔ）， ｘξ（ ｔ），ｚ）‖ ≤ Ｋ １ ＋ ‖ｘ‖ ＋ ‖ｘξ‖( ) ， 其中‖·‖ 是

Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ 范数。
性质 ２　 对于任意的 ｚ ∈ Ｕｃ × Ｐ，记分数阶系统（１） 的解为 ｘ ｔ｜ ｚ( )， 满足

ｘ ｔ｜ ｚ( ) ＝ ｘ０ ＋ １
Γ α( ) ∫

Ｔ

０
ｔ － τ( ) α－１ｆ（ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ）ｄτ。

　 　 性质 ３　 任给 ｚ ∈ Ｕｃ × Ｐ，分数阶系统（１） 的解 ｘ ｔ｜ ｚ( ) 是一致有界的，且关于 ｚ 连续。

３　 分数阶时滞最优控制模型

３．１　 分数阶时滞最优控制问题

据已有研究结果显示，在相同的实验条件下，不同的甘油流加速率和注入浓度对系统参数会产生影

响，导致辨识结果产生较大的偏差。 因此，在优化 Ｕ 和 Ｃｓｏ 时，需要考虑它们对系统参数的影响，为此引

入系统状态对参数的灵敏度。

定义 ϕｉ
ｊ ｔ( ) ＝

∂ｘｉ ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
ｉ ＝ １，２，…，５，ｊ ＝ ３，４，…，２０( ) ， 满足如下辅助方程：

Ｃ
０Ｄα

ｔ ϕｉ
ｊ ｔ( ) ＝

∂ｆｉ（ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ）
∂ｘ

■

■
|

■

■
|

Ｔ

ϕ ｊ ｔ( ) ＋
∂ｆｉ（ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ）

∂ｘ ｔ － ξ( )

■

■
|

■

■
|

Ｔ ∂ｘ ｔ － ξ( )

∂ｚ ｊ
＋

　 　
∂ｆｉ（ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ）

∂ｚ ｊ
，ｔ ∈ ０，Ｔ[ ] ，

ϕｉ
ｊ ０( ) ＝ ０，

■

■

■

|
|
||

|
|
|

（２）

由文献［１７］，灵敏度函数
∂ｘｉ ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
存在且连续，ｘ 关于 ｚ 的二阶偏导数满足：

Ｃ
０Ｄα

ｔ

∂２ｘｉ

∂ｚ ｊ∂ｚｓ
■

■
|

■

■
| ＝

∂ｆｉ
∂ｘ

■

■
|

■

■
|

Ｔ ∂２ｘ
∂ｚ ｊ∂ｚｓ

＋ ∂
∂ｚｓ

∂ｆｉ
∂ｘ

■

■
|

■

■
|

Ｔ ∂ｘ
∂ｚ ｊ

＋
∂ｆｉ
∂ｘξ

■

■
|

■

■
|

Ｔ ∂２ｘξ

∂ｚ ｊ∂ｚｓ
＋ ∂

∂ｚｓ
∂ｆｉ
∂ｘξ

■

■
|

■

■
|

Ｔ ∂ｘξ

∂ｚ ｊ
＋

∂２ ｆｉ
∂ｚ ｊ∂ｚｓ

， （３）

且
∂２ｘｉ

∂ｚ ｊ∂ｚｓ ｔ ＝ ０

＝ ０。 因此，为最大化目标产物，建立如下分数阶时滞系统最优控制问题：

问题（Ｐ１）：
ｍｉｎ Ｊ ｚ( ) ＝ － ｘ３ Ｔ( ) ，

ｓ．ｔ．
∂ｘｉ Ｔ｜ ｚ( )

∂ｚｊ
≤ ε，ｚ ∈ Ｕｃ × Ｐ，ε 是充分小的常数，ｉ ＝ １，２，…，５， ｊ ＝ ３，４，…，２０。

■

■

■

||

||

定理 １　 问题（Ｐ１） 存在一个最优解 ｚ∗ ∈ Ｕｃ × Ｐ，使得 Ｊ ｚ∗( ) ≤ Ｊ ｚ( ) ，∀ｚ ∈ Ｕｃ × Ｐ。
证明 　 由性质 ３，分数阶时滞系统（１） 的解关于 ｚ连续，因此，性能指标 Ｊ ｚ( ) 在Ｕｃ × Ｐ上连续；又由

于 κ 是非空紧集，由连续函数的性质，问题（Ｐ１） 存在最优解。
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３．２　 状态约束近似转化

为显式表达状态约束，令
ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ： ＝ ｘｉ ｔ｜ ｚ( ) － ｘ∗

ｉ ≤ ０，
ｇｉ ＋５ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ： ＝ ｘｉ∗

－ ｘｉ ｔ｜ ｚ( ) ≤ ０，ｉ ＝ １，２，…，５，{ （４）

约束（４）等价于

Ｇ ｚ( ) ： ＝ ∑
１０

ｉ ＝ １
∫Ｔ

０
ｍａｘ ０，ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) }{ ｄｔ ＝ ０。 （５）

由于约束（５）不满足常规约束规范，下面使用近似平滑技术［１９］进行处理。 定义

�ｇε，ｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ＝

０， ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ＜ － ε，

ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ＋ ε( ) ２

４ε
， － ε ≤ ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ≤ ε，

ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ， ｇｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ＞ ε，

■

■

■

|
||

|
||

其中， ε ＞ ０ 是足够小的常数。 则约束（５）可以近似表示为

Ｇε，γ ｚ( ) ： ＝ ∑
１０

ｉ ＝ １
∫Ｔ

０
�ｇε，ｉ ｘ ｔ｜ ｚ( )( ) ｄｔ － γ ≤ ０，

其中， γ ＞ ０ 是可调参数。 从而问题（Ｐ１）可近似转化为下面问题：

问题（Ｐ２）：

ｍｉｎ Ｊ ｚ( ) ＝ － ｘ３ Ｔ( ) ，

ｓ．ｔ．Ｗｉｊ ｚ( ) ＝
∂ｘｉ Ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
－ ε ≤ ０，ｉ ＝ １，２，…，５，ｊ ＝ ３，４，…，２０，

Ｇε，γ ｚ( ) ≤ ０，ｚ ∈ Ｕｃ × Ｐ。

■

■

■

|
||

|
||

　 　 性质 ４　 问题（Ｐ１）的可行解也是问题（Ｐ２）的可行解。
证明过程详见文献［２０］。

４　 优化算法

４．１　 梯度公式

为利用基于梯度的优化方法，下面将讨论性能指标及约束关于优化变量 ｚ 的梯度。
定义 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 函数 Ｈｗ 和 �Ｈｗ 为：

Ｈｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( ) ＝ λＴ
ｗ ｔ( ) ｆ（ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ），

�Ｈｗ ｘ（ ｔ ＋ ξ），ｘξ（ ｔ），ｚ，�λｗ ｔ( )( ) ＝ �λＴ
ｗ ｔ( ) ｆ（ｘ（ ｔ ＋ ξ），ｘξ（ ｔ），ｚ）ｅ Ｔ － ｔ － ξ( ) ，

其中， λｗ ·( ) 和 �λｗ ·( ) 分别是 Ｈｗ ·( ) 和 �Ｈｗ ·( ) 的协态，且 �λｗ ｔ( ) ＝ λｗ ｔ ＋ ξ( )，ｅ ·( ) 是单位阶跃函数。 下

面将约束 Ｗｉｊ ｚ( ) 整合为一个函数 Ｗ ｚ( )， 并转化为如下形式：

Ｗ ｚ( ) ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
∑
２０

ｊ ＝ ３

∂ｘｉ Ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
＋ ∫Ｔ

０
[Ｈｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( ) － λＴ

ｗ ｔ( ) ｆ（ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ） ]ｄｔ。 （６）

由链式法则，可得

∂Ｗ ｚ( )

∂ｚ
＝ ∑

５

ｉ ＝ １
∑
２０

ｊ ＝ ３

∂
∂ｚ

∂ｘｉ Ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
■

■
|

■

■
| ＋ ∫Ｔ

０
[ΔＨｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( ) － λＴ

ｗ ｔ( ) Ｃ
０Ｄα

ｔ Δｘ ｔ( )( ) ]ｄｔ， （７）

其中，

ΔＨｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( ) ＝
∂Ｈｗ

∂ｘ
Δｘ（ ｔ） ＋

∂Ｈｗ

∂ｘ（ ｔ － ξ）
Δｘ（ ｔ － ξ） ＋

∂Ｈｗ

∂ｚ
， Δｘ ｔ( ) ＝ ∂ｘ ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ
。

选择适当 λｗ ｔ( ) 满足下列协态方程：
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ｔＤα
Ｔ λＴ

ｗ ｔ( ) ＝
∂Ｈｗ ｘ（ ｔ｜ ｚ），ｘξ（ ｔ｜ ｚ），ｚ，λｗ ｔ( )( )

∂ｘ
＋

∂�Ｈｗ ｘ（ ｔ ＋ ξ｜ ｚ），ｘξ（ ｔ｜ ｚ），ｚ，�λｗ ｔ( )( )

∂ｘ
，

ｔＩ１
－α

Ｔ λｗ ｔ( ) ｔ ＝ Ｔ ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
∑
２０

ｊ ＝ ３

∂
∂ｚ

∂ｘｉ Ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
■

■
|

■

■
| 。

■

■

■

|
||

|
|

（８）

由 Ｈｗ 和 �Ｈｗ 的定义，可得

∫Ｔ
０

∂Ｈｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( )

∂ｘ（ ｔ － ξ）
Δｘ（ ｔ － ξ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０

∂�Ｈｗ ｘ（ ｔ ＋ ξ），ｘξ（ ｔ），ｚ，�λｗ ｔ( )( )

∂ｘ
Δｘ ｄｔ， （９）

由分数阶分部积分公式，可得

∫Ｔ
０
λＴ

ｗ ｔ( ) Ｃ
０Ｄα

ｔ Δｘ ｔ( )ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
Δｘ ｔ( ) ｔＤα

Ｔ λｗ ｔ( )( ) Ｔｄｔ ＋ ｔＩ１
－α

Ｔ λＴ
ｗ ｔ( ) Δｘ Ｔ

０， （１０）

将式（８） ～ （１０）代入式（７）中，且由于 Δｘ ０( ) ＝ ０， 可得

∂Ｗ ｚ( )

∂ｚ
＝ ∫Ｔ

０

∂Ｈｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( )

∂ｚ
ｄｔ。 （１１）

同理，选取适合协态 λ ｔ( ) 和 λｗ ｔ( )，类似得到性能指标 Ｊ ｚ( ) 和约束函数 Ｇε，γ 关于 ｚ 的梯度，其中：
∂Ｊ ｚ( )

∂ｚ
＝ ∫Ｔ

０

∂Ｈｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( )

∂ｚ
ｄｔ， （１２）

∂Ｇε，γ ｚ( )

∂ｚ
＝ ∫Ｔ

０

∂�Ｈｗ ｘ（ ｔ），ｘξ（ ｔ），ｚ，λｗ ｔ( )( )

∂ｚ
ｄｔ。 （１３）

４．２　 数值算法

利用 ４．１ 节的梯度公式，下面构造一个基于 ＳＱＰ 方法的优化算法，具体步骤如下：
１） 给定参数 ｚ∈Ｕｃ × Ｐ，ε ＞ ０，γ ＞ ０的初值，且设定�ε，�γ为参数 ε，γ 的临界值， β １，β ２ ∈ ０，１( ) 为

比例折减系数。
２） 利用Ｇ－Ｌ方法［２１］ 以及分数阶短存储原理［２２］ 计算式（１） ～ （３）、（１０），得到状态方程、灵敏度函

数
∂ｘｉ ｔ｜ ｚ( )

∂ｚ ｊ
和

∂２ｘｉ

∂ｚ ｊ∂ｚｓ
对应的协态方程的数值解；进一步应用式（１１） ～ （１３） 分别计算性能指标、约束关于

ｚ 的梯度。
３） 采用 ＳＱＰ 方法求解最优参数 ｚ。 若不符合 ＳＱＰ 停机准则，可转至步骤 ２）；否则，直接输出最优

解 ｚε，γ∗。
４） 检查 Ｇ ｚε，γ∗

( ) ＝ ０ 的可行性。 若 Ｇ ｚε，γ∗
( ) ＝ ０ 可行，转步骤 ５）；若 Ｇ ｚε，γ∗

( ) ＝ ０ 不可行，令 γ： ＝
β １γ。 若 γ ≤ �γ，得到了异常解；否则，转步骤 ２）。

５） 令 ε：＝ β ２ε，γ：＝ β ２γ。 若 ε ≤ �ε，转步骤 ２）；否则输出 ｚ∗ ＝ ｚε，γ∗，即得到最优解 Ｊ ｚ∗( ) 及 ｚ∗。

５　 数值结果

依据发酵实验原理进行操作， 给定初值条件为 ｘ０ ＝ ０．４０５，４４０．８５７８，０，０，０( ) Ｔ， 发酵终止时间

Ｔ ＝ ７０ ｈ。 应用算法数值求解时，选取步长为 １ ／ ３６００，利用分数阶短存储原理得到节点数 ｎ ＝ ６００，且
ＳＱＰ 粒子数为 ２８８， 其他参数取值详见表 ２。 以Ｃ＋＋为编程语言，在并行机上完成了 ８ 次数值试验，平均

耗时 ５ ｈ ／次，试验得到优化的甘油流速率为 ０. ０８，优化的甘油初始浓度为 ７０３. ３７１ ｍｍｏｌ·Ｌ－１，并由此得

到终端时刻 １，３－ＰＤ 浓度为 ７７２. ８４３ ｍｍｏｌ·Ｌ－１。 最优参数的辨识结果详见表 ３，反应器中的各物质随

时间变化曲线详见图 １、２。 相比文献［２３］的最大浓度 ７１０. １ ｍｍｏｌ·Ｌ－１，本文的结果优于文献［２３］。 由

图 １、２ 可以看出，发酵初期各物质浓度比较震荡，后期趋于稳定，与实际发酵过程比较吻合，显示了数值

模拟结果的可参考性。
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表 ２　 参数取值
Ｔａｂ．２ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｖａｌｕｅｓ

参数 �ε �γ β１ β２ Ｍｓｕｐ Ｍｉｔｅｒ ｗｍａｘ ｗｍｉｎ c１ c２
取值 １．０×１０－８ １．０×１０－７ ０．５ ０．１ ５×１０７ ３００ ０．９ ０．４ ２．０ ２．０

表 ３　 参数辨识结果
Ｔａｂ．３ Ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 μｍ ｋｓ ｍ２ Ｙ２ Δ２ Ｋ２ ｍ３ Ｙ３ Δ３

结果 ０．７０４ ８１４ ０．３５０ １６２ １．２２６ ５ ０．０１２ ０１２ ８ ２７．４１７ ８ １２．９８７ ８ －２．８９６ ９９ ８７．８６３ ３ ３１．１５６ ５
参数 Ｋ３ ｍ４ Ｙ４ Δ４ Ｋ４ ｍ５ Ｙ５ Δ５ Ｋ５

结果 ２２．３６５ ８ －０．８６５ ６１２ １８．４２３ １ ８．０７９ ０９ ７２．０００ ９ ６．４４６ ３１ １６．４７４ ９ ０．３３３ １５ －０．０６８ ６６９ ６

图 １　 生物量的质量浓度变化曲线

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｍａｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｉｏｍａｓｓ

（ａ） 胞外甘油

（ｂ） １，３－ＰＤ

（ｃ） 乙酸
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（ｄ） 乙醇

图 ２　 各物质的浓度变化曲线

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｅａｃｈ ｓｕｂｓｔａｎｃｅ

６　 结论

本文针对微生物连续发酵生产 １，３－ＰＤ 过程，通过引入分数阶微积分思想，建立新的分数阶非线性

时滞系统模型。 为使终端时刻 １，３－ＰＤ 浓度最大，以参数的灵敏度函数为约束，以甘油的流加速率和初

始注入浓度为控制变量，构造了连续发酵分数阶时滞系统的最优控制模型，并利用 ＳＱＰ 算法，通过优化

计算得到最优流加策略，为实际发酵过程提供参考。
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