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一类半线性椭圆型方程解的存在性与渐近性

刘珊珊，王琳琳，樊永红

（鲁东大学　 数学与统计科学学院，山东 烟台 ２６４０３９）

摘要：本文研究了一类带有 Ｈａｒｄｙ 项的半线性椭圆型方程，利用上下解方法和比较原则，获得了该问题最大解

和最小解的存在性以及正解在原点附近的渐近估计式。
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　 　 椭圆型方程一直以来都是学者们研究的重要课题。 电磁学理论、弹性力学理论、流体力学理论、天
文学的气体拖曳效应和引力透镜效应等与椭圆型方程有着很大的关系。 椭圆型方程也是研究种群动力

学的基础工具之一，文献［１］通过应用最大值原理和比较原理，研究了两个食饵和一个捕食者的捕食

者—食饵模型入侵速度。 而半线性椭圆型微分方程解的存在性以及在孤立奇点附近解的渐近性质是研

究椭圆型方程的一个重要课题，许多学者对此进行了研究，并得出许多很好的结论。
文献［２］考察了如下带有 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 源项的椭圆型方程：

－ Δｕ ＝ λｕ － ｂ（ｘ）ｕｐ， ｘ ∈ Ω，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，{

其中， Ω⊂ＲＮ（Ｎ≥３），ｂ（ｘ） 是�Ω上的非负连续函数，ｐ ＞ １。 该方程描述了种群增长符合 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 定律，
考虑到其生物学意义，文献［２］研究了该问题正解的存在性与唯一性及其相关性质。

对上述方程进行推广，考虑如下椭圆型方程：
－ Δｕ ＝ λａ（ｘ）ｕ － ｂ（ｘ）ｇ（ｕ）， ｘ ∈ Ω，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，{ （１）

其中： ａ（ｘ），ｂ（ｘ） 是 �Ω ＼ ０{ }上的正连续函数；ｇ（ｕ） ∈ Ｃ１［０， ＋ ∞），满足 ｇ（０） ＝ ０。在过去的几十年里，
椭圆型方程（１） 解的相关性质问题得到了广泛研究［３—５］。文献［６］ 研究了当 ａ（ｘ） ＝ ｘ －α（α ＞ ０） 时解

在原点附近的奇异性，得到解的存在性、不存在性以及渐近性等相关结论。该研究是基于对某些物理现

象的理解，如 Ｔｈｏｍａｓ⁃Ｆｅｒｍｉ 理论中的中性原子之间的相互作用［７］。文献［８］ 研究了 ａ（ｘ） 是实参数的情

况，并在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件、 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件和 Ｒｏｂｉｎ 边界条件下，推导出相关问题的存在唯一性结

果。文献［９］ 研究了 ａ（ｘ） ＝ ｘ －２ 时的椭圆型方程，得到最大正解和最小正解的存在性，以及解在原点

附近的爆破速率；文献［１０］ 研究了一类特殊的带有 Ｈａｒｄｙ 项且 ｂ（ｘ） ＝ ｘ σ（σ ＞ － ２） 的椭圆型方程，
得到其正解在原点附近的精确渐近估计。 本文在文献［９—１０］的基础上研究了一类带有 Ｈａｒｄｙ 项的半

线性椭圆型微分方程，对一般项进行推广，研究解的存在性与渐近性。

１　 问题描述

考虑椭圆型方程
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－ Δｕ ＝ λ ｕ
ｘ ２ － ｂ（ｘ）ｇ（ｕ）， ｘ ∈ Ω ＼ ０{ }，

ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，
{ （２）

其中： Ω ⊂ ＲＮ（Ｎ ≥３） 是光滑有界域，０ ∈ Ω；ｂ（ｘ） ∈ Ｃ０，μ（�Ω） 是 �Ω 中的非负连续函数， ０ ＜ μ ＜ １，令
Ω０ ＝ ｘ ∈ Ω：ｂ（ｘ） ＝ ０{ }，�Ω０ ⊂Ω，�Ω０ 是非空、连续且边界光滑的区域，在Ω ＼ �Ω０ 中有 ｂ（ｘ） ＞ ０；ｇ（ｕ） ∈
Ｃ１［０， ＋ ∞），且 ｇ（０） ＝ ０，此外 ｇ（ｕ） 满足以下条件：

（ｉ） ｐ ＞ １，使得ｌｉｍ
ｕ→０

ｇ（ｕ）
ｕ ＝ ０；

（ｉｉ） ｐ ＞ １，使得 ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｇ（ｕ）
ｕｐ ＝ η ＞ ０；

（ｉｉｉ） Ｋｅｌｌｅｒ⁃Ｏｓｓｅｒｍａｎ 条件［１１］ 成立，即∫∞

１

１
Ｇ（ ｔ）

ｄｔ ＜ ∞，其中 Ｇ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｇ（ ｓ）ｄｓ。

为研究方便，对文中用到的空间和记号作简要说明：假设 ｑ≥１，ｋ为非负整数，Ｗｋ，ｑ（Ω） ＝ { ｕ∈ Ｌｑ：

Ｄαｕ ∈ Ｌｑ， α ≤ ｋ } ；Ｃｍ（Ω） 表示 ｕ 及其偏导 Ｄαｕ（α ≤ ｍ） 在 Ω 中均连续的函数空间，Ｃ∞（Ω）

＝∩∞

ｍ ＝ ０Ｃｍ（Ω），Ｃ∞

０ （Ω） 表示Ｃ∞（Ω） 中所有在Ω中具有紧支集的函数空间；Ｈ１
０（Ω） 是Ｃ∞

０ （Ω） 在Ｗ１，２（Ω）
中的闭包，Ｃ０，μ（�Ω） 表示 �Ω 上的 μ⁃ｈöｌｄｅｒ 连续的函数空间。

记 Ｈ 为 Ｈａｒｄｙ 常数，即 Ｈ 是使得∫
Ω

ｕ２

ｘ ２ ｄｘ ≤ １
Ｈ ∫Ω ∇ｕ ２ｄｘ（∀ｕ ∈ Ｈ１

０（Ω）） 成立的最佳常数。对于

经典的 Ｈａｒｄｙ 不等式，Ｈａｒｄｙ 最佳常数 Ｈ ＝ １
４ （Ｎ － ２） ２，且该常数不能在 Ｈ１

０（Ω） 中得到，但可以表示为

Ｈ ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１

０（Ω） ＼ ０{ }
∫
Ω

∇ｕ ２ｄｘ ∫
Ω

ｕ２

ｘ ２ ｄｘ。记 λ１［ｃ，ｂ，Ω］ 为下列边值问题的第一特征值：

－ Δｕ ＋ ｃ（ｘ）ｕ ＝ μｂ（ｘ）ｕ， ｘ ∈ Ω，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，{

其中， ｃ（ｘ） 是 �Ω 上的连续函数，ｂ（ｘ） 是 �Ω 上的非负连续函数。记 λ１［ｂ，Ω］： ＝ λ１［０，ｂ，Ω］，λ１（Ω）： ＝
λ１［０，１，Ω］。

引理 １［９］ 　 假设 Ω是 ＲＮ 中的有界域，α（ｘ），β（ｘ） 是 Ω上的连续函数， α ∞
＜ ∞，β（ｘ） 非负且不恒

为 ０，ｇ１（ｕ） 连续，且
ｇ１（ｕ）

ｕ 在 (ｍｉｎ ｕ１，ｕ２
{ }，ｍａｘ ｕ１，ｕ２

{ }) 中关于 ｕ 严格递增。设 ｕ１，ｕ２ ∈ Ｃ１（Ω） 是 Ω 上

的正函数，满足

Δｕ１ ＋ α（ｘ）ｕ１ － β（ｘ）ｇ１（ｕ１） ≤ ０ ≤ Δｕ２ ＋ α（ｘ）ｕ２ － β（ｘ）ｇ１（ｕ２），ｘ ∈ Ω，
且 ｌｉｍ

ｘ→∂Ω
ｓｕｐ（ｕ２ － ｕ１） ≤ ０，则有 ｕ２ ＜ ｕ１。

引理 ２［８］ 　 考虑如下方程：
－ Δｕ ＝ ａ（ｘ）ｕ － ｂ（ｘ） ｆ（ｕ）， ｘ ∈ Ω ＼�Ω０，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，
ｕ ＝ ∞， ｘ ∈ ∂Ω０，

■

■

■

||

||
（３）

其中： Ω 是ＲＮ（Ｎ ≥３） 上的有界域，０ ∈ Ω，ａ（ｘ） 在 �Ω ＼ ０{ }上连续；ｂ（ｘ） ∈ Ｃ０，μ（�Ω）（０ ＜ μ ＜ １），在 Ω ＼
�Ω０ 中 ｂ（ｘ） ＞ ０， ｆ（ｕ） 满足条件（ｉｉｉ）；另外，ｂ（ｘ） 和 ｆ（ｕ） 分别满足条件

（ｂ） ｂ（ｘ） 满足 ｌｉｍ
ｄ（ｘ）→０

ｂ（ｘ）
ｋ（ｄ（ｘ）） ＝ ｃ（ｃ ＞ ０），其中，ｄ（ｘ）： ＝ ｄ（ｘ，Ω０），０ ＜ ｋ ∈ Ｃ１（０，δ０） 满足

Ｋ（ ｔ） ＝
∫ｔ

０
ｋ（ ｓ） ｄｓ

ｋ（ ｔ）
∈ Ｃ１［０，δ０），δ０ ＞ ０；
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　 　 （ ｉｖ） ｆ（ｕ） ∈ Ｃ１［０，∞），且 ｆ（ｕ） ≥ ０，ｆ（ｕ）ｕ 在（０，∞） 上是递增函数，存在ｌｉｍ
ｕ→∞

Ｆ（ｕ）
ｆ（ｕ）( )

′
＝ ｒ ＞ ０；

（ｖ） 存在 ζ ＞ ０，ｔ０ ＞ １，使得对 ∀ξ ∈ （０，１），∀ｔ ≥
ｔ０
ξ ，都有 ｆ（ξｔ） ≤ ξ１＋ζ ｆ（ ｔ）；

（ｖｉ） 映射 ξ ∈ （０，１］ Ａ（ξ） ＝ ｌｉｍ
ｕ→∞

ｆ（ξｕ）
ξｆ（ｕ） 是连续正函数；

则方程（３） 有唯一正解。
引理 ３［９］ 　 假设 Ω 是 ＲＮ 中的有界域， 对于 δ ＞ ０， 记 Ωδ ＝ Ω ＼ �Ｂδ（０）， 其中 �Ｂδ（０） ＝

ｘ ∈ ＲＮ： ｘ ≤ δ{ }，则下述结论成立：
１） 若在 Ω 中，ｂ１（ｘ） ≤ ｂ２（ｘ），则 λ１［ｃ，ｂ２，Ω］ ≤ λ１［ｃ，ｂ１，Ω］，当且仅当 ｂ１ ＝ ｂ２ 时等式成立；
２） 若在 Ω 中，ｃ１（ｘ） ≤ ｃ２（ｘ），则 λ１［ｃ１，ｂ，Ω］ ≤ λ１［ｃ２，ｂ，Ω］，当且仅当 ｃ１ ＝ ｃ２ 时等式成立；
３） 若 ０ ＜ δ１ ＜ δ２，则 λ１［ｃ，ｂ，Ωδ１］ ≤ λ１［ｃ，ｂ，Ωδ２］，当 δ →０ 时，λ１［ｃ，ｂ，Ωδ］ → λ１［ｃ，ｂ，Ω］。

引理 ４［９］ 　 Ω是ＲＮ 中的有界域，对于 δ ＞ ０，记Ωδ ＝ Ω ＼�Ｂδ（０），则有ｌｉｍ
δ→０＋

λ１［ ｘ －２，Ω δ］ ＝ １
４ （Ｎ － ２）２。

根据引理 ３ 可知，随着 δ 增大，λ１［ ｘ －２，Ωδ］ 关于 δ 递增。

２　 主要结果

定理１　 假设 ｂ（ｘ） 满足条件（ｂ），ｇ（ｕ） 满足条件（ｉ）、（ｉｉｉ） ～ （ｖｉ），则当 λ ＞ Ｈ时，方程（２） 有一个

最大正解 Ｕ（ｘ） 和一个最小正解 ｗ（ｘ）。
证明 　 首先证明方程（２） 有一个最大正解。
因为 ｂ（ｘ） 满足条件（ｂ），ｇ（ｕ） 满足条件（ｉｉｉ） ～ （ｖｉ），当 λ ＞ Ｈ 时， 由引理 ２ 知，方程

－ Δｕ ＝ λｕ
ｘ ２ － ｂ（ｘ）ｇ（ｕ）， ｘ ∈ Ωδ，

ｕ ＝ ＋ ∞， ｘ ∈ ∂Ｂδ（０），
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω

■

■

■

|
|

||

（４）

有唯一正解，记为 Ｕδ（ｘ）。 对于�Ω ＼ ０{ }的任一紧子集 Ｋ⊂�Ω ＼ ０{ }，选取 γ ＞ ０，使得 Ｋ⊂Ωγ ∪∂Ω。对于任意

小的常数 δ ∈ （０，γ），利用比较原则可知，在 Ｋ 中， Ｕδ（ｘ）{ }关于 δ 是递增的，由此得 Ｕ（ｘ）： ＝ ｌｉｍ
δ→０

Ｕδ（ｘ），

且 Ｕ（ｘ） 在 Ω ＼ ０{ }中是有意义的。 根据椭圆型方程的正则性，Ｕ（ｘ） 是方程（２） 的一个正解。 假设 ｖ（ｘ）
是方程（２） 的任一正解，容易得到，ｖ（ｘ） 是方程（４） 的一个下解。 根据比较原则可得，在 �Ω ＼Ｂδ（０） 中

ｖ（ｘ） ≤ Ｕδ（ｘ），令 δ →０ ＋，可得 ｖ（ｘ） ≤ Ｕ（ｘ）。由此可得，Ｕ（ｘ） 是方程（２） 的最大正解。

根据引理 ４， ｌｉｍ
δ→０ ＋

λ１ ｘ －２，Ωδ[ ] ＝ １
４ （Ｎ － ２） ２，则存在 δ１ ＞ ０，Ω１ ⊂Ω且０ ∈Ω１，使得当 λ ＞ Ｈ时，

λ１［ － λ ｘ －２，１，Ωδ
１］ ＜ ０，δ ∈ （０，δ１］。记 φδ（ｘ） 为 λ１［ － λ ｘ －２，１，Ωδ

１］ 所对应的第一特征函数，得

φδ（ｘ） ＞ ０，φδ（ｘ） 是方程

－ Δｕ ＝ λｕ
ｘ －２ ＋ λ１［ － λ ｘ －２，１，Ωδ

１］ｕ， ｘ ∈ Ωδ
１，

ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ωδ
１

{ （５）

的正解。 定义

ψδ（ｘ） ＝ φδ（ｘ）， ｘ ∈ Ωδ
１，

０， ｘ ∉ Ω１，
{

根据上、下解的定义，当 ｇ（ｕ） 满足条件（ｉ） 时，存在 ε ＞ ０，ｇ（εψδ（ｘ）） ＝ ο（εψδ（ｘ）），显然 εψδ 是方程

－ Δｕ ＝ λｕ
ｘ ２ － ｂ（ｘ）ｇ（ｕ）， ｘ ∈ Ωδ，

ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ωδ
{ （６）
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的一个下解， Ｕδ（ｘ） 是方程（６） 的一个上解，由上下解定理及比较原则知，方程（６） 有唯一正解，记为

ｗδ（ｘ）。利用比较原则，ｗδ（ｘ） 关于 δ 递减，且 ｗδ（ｘ） ≤ Ｕδ（ｘ），ｘ ∈ Ωδ，所以 ｗ（ｘ）： ＝ ｌｉｍ
δ→０ ＋

ｗδ（ｘ），ｘ ∈

Ω ＼ ０{ }，由正则性理论知，ｗ（ｘ） 是方程（２） 的一个正解。假设 ｕ（ｘ） 是方程（２） 的任一正解，显然 ｕ（ｘ） ≥
ｗδ（ｘ），令 δ →０ ＋，ｕ（ｘ） ≥ ｗ（ｘ），因此 ｗ（ｘ） 是问题（２） 的最小正解。

定理 ２　 假设 ｂ（ｘ） 满足条件（ｂ），ｇ（ｕ） 满足条件（ｉ） ～ （ｖｉ），ｕ（ｘ） 是方程（２） 的任意一个正解，则
当 λ ＞ Ｈ 时，存在 τ ＞ ０，以及依赖于 τ 的正常数 Ｃ１ 和 Ｃ２， 使得

Ｃ２ ｘ ２ ／ （１－ｐ） ≤ ｕ（ｘ） ≤ Ｃ１ ｘ ２ ／ （１－ｐ）， ∀ｘ ∈ Ｂτ（０） ＼ ０{ }。 （７）
　 　 证明　 因为 ｂ（ｘ） 满足条件（ｂ），ｇ（ｕ） 满足条件（ｉ） ～ （ｖｉ），由定理 １ 的证明过程可知，方程（２） 的

最大正解 Ｕ 满足方程

－ Δｕ ＝ λｕ
ｘ ２ － ｂ（ｘ）ｇ（ｕ）， ｘ ∈ Ω０，

ｕ ＝ ＋ ∞， ｘ ＝ ０，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω。

■

■

■

|
|

|
|

由条件（ ｉｉ），对于任意 ε ＞ ０， 存在 τ１ ＞ ０， 使得 ｌｉｍ
ｘ∈Ｂτ１（０） ＼ ０{ }

ｇ（Ｕ（ｘ））
Ｕｐ（ｘ）

＝ η ＞ ０。 对于任意 ｘ０ ∈

Ｂ２τ１ ／ ３（０） ＼ ０{ }，且 ｄ（ｘ０，∂Ω） ＞ １
２ ｘ０ ，令 Ｄ（ｘ０） ＝ ｘ ∈ Ω： ｘ － ｘ０ ＜ １

２ ｘ０{ }。

首先证明 ｕ（ｘ） ≤ Ｃ１ ｘ ２ ／ （１－ｐ）。 对于任意 ｘ ∈ Ｄ（ｘ０）， ｘ ≥ １
２ ｘ０ ， 有 － ΔＵ ≤ ４λ ｘ０

－２Ｕ －

ｂｍｇ（Ｕ）， ｘ ∈ Ｄ（ｘ０），ｂｍ 是 ｂ（ｘ） 在 Ｄ（ｘ０） 中的最小值。

令 Ｖ（ｘ） ＝ ｘ０ ２ ／ （ｐ－１）Ｕ ｘ０ ＋
ｘ０
２ ｘ■

■
|

■
■
|，注意到，对任意 ｘ ∈ Ｂ１（０）， ｘ０ ＋

ｘ０
２ ｘ■

■
|

■
■
|∈ Ｂ２τ１ ／ ３（０） ⊂ Ｂτ１（０），得

到

－ ΔＶ（ｘ） ≤ λ ｘ０
２ ／ （ｐ－１）Ｕ － １

４ ｘ０
２ｐ ／ （ｐ－１） ｂｍｇ（Ｕ） ≤ λ ｘ０

２ ／ （ｐ－１）Ｕ － １
４ ｘ０

２ｐ ／ （ｐ－１） ｂｍ（η － ε）Ｕｐ ＝

λＶ － １
４ ｂｍ（η － ε）Ｖｐ， ｘ ∈ Ｂ１（０）。 （８）

　 　 根据文献［２］的定理 ６． １０，方程

－ ΔＶ（ｘ） ＝ λＶ － １
４ ｂｍ（η － ε）Ｖｐ， ｘ ∈ Ｂ１（０），

Ｖ ＝ ＋ ∞， ｘ ∈ ∂Ｂ１（０）
{ （９）

有唯一正解，记为 Ｗ∞（ｘ）。由式（８） 可知，Ｖ（ｘ） 是方程（９） 的一个下解，利用比较原则，Ｖ（ｘ） ≤Ｗ∞（ｘ），
ｘ ∈ Ｂ１（０）。令 ｘ ＝ ０，得到 Ｕ（ｘ０） ≤ ｘ０

２ ／ （１－ｐ）Ｗ∞（０），由 ｘ０ 的任意性，存在 Ｃ２ ＞ ０ 和 τ ＞ ０，使得对任

意 ｘ ∈ Ｂτ（０） ＼ ０{ }，有 Ｕ（ｘ） ≤ Ｃ２ ｘ ２ ／ （１－ｐ） 成立。
类似地，下面证明 ｕ（ｘ） ≥ Ｃ２ ｘ ２ ／ （１－ｐ）。对于任意 ｘ ∈ Ｄ（ｘ０）， ｘ ≤２ ｘ０ ， 有

－ ΔＵ ≥ １
４ λ ｘ０

－２Ｕ － ｂＭｇ（Ｕ）， ｘ ∈ Ｄ（ｘ０），

其中， ｂＭ 是 ｂ（ｘ） 在 Ｄ（ｘ０） 中的最大值。 通过类似证明过程，可得

－ ΔＶ ≥ λＶ － １
４ ｂＭ（η ＋ ε）Ｖｐ， ｘ ∈ Ｂ１（０）。 （１０）

由文献［２］的定理 ６． １０ 可知，方程

－ ΔＶ ＝ λＶ － １
４ ｂＭ（η ＋ ε）Ｖｐ， ｘ ∈ Ｂ１（０），

Ｖ ＝ ＋ ∞， ｘ ∈ ∂Ｂ１（０）
{ （１１）
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有唯一正解，记为 Ｖ∞（ｘ）。由式（１０） 和比较原则可知，Ｖ（ｘ） 是方程（１１） 的一个上解，且 Ｖ（ｘ） ≥ Ｖ∞（ｘ），
ｘ ∈ Ｂ１（０）。令 ｘ ＝ ０，可得 Ｕ（ｘ０） ≥ ｘ０

－２ ／ （ｐ－１）Ｖ∞（０），由 ｘ０ 的任意性，存在 Ｃ１ ＞ ０ 和 τ ＞ ０，使得对任

意 ｘ ∈ Ｂτ（０） ＼ ０{ }，都有 Ｕ（ｘ） ≥ Ｃ１ ｘ －２ ／ （ｐ－１） 成立，定理 ２ 得证。
注１　 取 ｇ（ｕ） ＝ ｕｐ，则定理 １、２ 的结论即为文献［９］的定理 １， 因此，本文结果是文献［９］中定理 １

的进一步推广。

３　 结语

本文研究一类带有 Ｈａｒｄｙ 项的半线性椭圆型微分方程。 对一般项施加条件，利用上下解方法找到

方程的上解和下解，并利用比较原则证明最大正解和最小正解的存在性，进而证明解在原点附近的渐近

性。 未来可以考虑当 ｇ（ｕ） 为指数函数、对数函数等其他组合形式时，解的性质是否可以类似论证。
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